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Построена математическая модель переноса тепловой энергии в композите,
армированном волокнами, ориентированными в одном направлении. Учтена
возможность возникновения промежуточного слоя между волокнами и матри-
цей. Эта модель позволила получить расчетные формулы для эффективных
коэффициентов теплопроводности такого композита в направлении располо-
жения волокон и в плоскости, перпендикулярной этому направлению. С при-
менением двойственной формулировки вариационной задачи стационарной те-
плопроводности в неоднородном твердом теле построены двусторонние оцен-
ки возможного значения второго из этих коэффициентов. Представленные
результаты могут быть использованы для прогноза эффективных коэффици-
ентов теплопроводности волокнистых композитов.
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A mathematical model of heat transfer in a composite reinforced with long anisotropic
fibers oriented in one direction is built. A possibility of arising of an intermediate
layer between the fibers and matrix is taken into consideration. Based on this model,
formulas are derived for calculation of effective thermal-conductivity coefficients of
this composite in the fiber direction and in the plane perpendicular to this direction.
The dual variational formulation of the stationary heat conduction problem was
applied for performing the double-ended estimates of a probable value of the second
coefficient. The results can be used for predicting the effective thermal conductivity
of fiber composites.
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Волокнистые композиты находят широкое применение в технике
в качестве конструкционных материалов. Технологический процесс
изготовления таких композитов включает в себя этап предваритель-
ной подготовки поверхности волокна, обеспечивающей в дальней-
шем необходимую адгезию между армирующими элементами и ма-
трицей [1, 2]. В результате на поверхности волокна возникает так на-
зываемый аппретирующий слой [3, 4], через который в последующем
и происходит механическое и физико-химическое взаимодействие ма-
териалов волокна и матрицы [5, 6]. Свойства этого промежуточного
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слоя существенно влияют на механические и эксплуатационные ха-
рактеристики композита в целом, несмотря на сравнительно малое
значение h/r0, где h — толщина слоя, а r0 — радиус поперечного сече-
ния волокна.

Для конструкций, выполненных из волокнистых композитов и ис-
пытывающих одновременно как механические, так и тепловые воздей-
ствия, помимо информации о механических характеристиках компози-
та важно располагать данными и о его теплофизических свойствах (в
частности, о коэффициенте теплопроводности). Промежуточный слой
между волокном и матрицей оказывает определенное влияние на те-
пловое взаимодействие между ними. Это влияние необходимо учиты-
вать при оценке эффективного коэффициента теплопроводности ком-
позита.

Математическая модель теплового взаимодействия волокна и
матрицы. Рассмотрим вариант волокнистого композита, все волок-
на в котором ориентированы в одном направлении. При существую-
щем различии между коэффициентами теплопроводности волокна и
матрицы такой композит будет анизотропным по отношению к свой-
ству теплопроводности. При изотропной матрице с коэффициентом
теплопроводности λm и трансверсально изотропных волокнах компо-
зит также будет обладать свойством трансверсальной изотропии [ 7 ],
т.е. значение λ‖ его эффективного коэффициента теплопроводности в
направлении расположения волокон будет в общем случае отличаться
от значения λ⊥ этого коэффициента в любом направлении, перпенди-
кулярном волокнам.

В случае волокон, достаточно длинных по сравнению с их радиу-
сом r0, достоверной оценкой эффективного коэффициента теплопро-
водности композита будет определяемое по правилу смеси [ 8 ] значе-
ние

λ‖ = λm(1− CV ) + (λ
◦
‖r
2
0 + λ

∗
‖(r
2
1 − r

2
0))CV /r

2
1, (1)

где CV — объемное содержание в композите волокон с учетом их
покрытия аппретирующим слоем, λ◦‖ и λ∗‖ — коэффициенты теплопро-
водности соответственно волокна и этого слоя в направлении распо-
ложения волокон и r1 = r0 + h. Для сравнительно коротких волокон
длиной менее 10r0 значение λ‖ следует уточнить, аппроксимируя фор-
му волокна удлиненным эллипсоидом вращения [9].

Для оценки значения λ⊥ построим математическую модель процес-
са переноса тепловой энергии в композите применительно к предста-
вительному элементу его структуры в виде достаточно протяженной в
направлении расположения волокон цилиндрической составной части-
цы. Поперечное сечение этой частицы включает в себя соответствую-
щий волокну круг радиусом r0, окруженный кольцевым промежуточ-
ным слоем с внешним радиусом r1, в свою очередь, окруженный изо-
тропным слоем матрицы с внешним радиусом rm. Составная частица
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в тепловом отношении взаимодействует с неограниченным массивом
однородного материала, коэффициент теплопроводности λ⊥ которого
подлежит определению как эффективная характеристика композита.
Таким образом, модель структуры композита содержит четыре фазы:
волокно, промежуточный слой, слой матрицы и неограниченный мас-
сив однородного материала. При этом для объемной концентрации
волокон с учетом промежуточного слоя будет справедливо равенство
CV = r

2
1/r

2
m.

Центр поперечного сечения составной частицы поместим в на-
чале полярной системы координат, обозначив через r и ϕ радиаль-
ную и угловую координаты. Примем, что на большом расстоянии
r � rm от начала координат задан вектор градиента температурно-
го поля в однородном материале, направленный по оси, от которой
происходит отсчет угловой координаты, т.е. при r →∞ установивше-
еся распределение температуры в этом материале описывает функция
T∞(r, ϕ) = Gr cosϕ, где G — модуль вектора градиента. Эта функция
удовлетворяет уравнению Лапласа, которое в полярных координатах
имеет вид

1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+
1

r2
∂2T

∂ϕ2
= 0. (2)

По мере приближения к составной шаровой частице температурное
поле в однородном материале претерпевает возмущение, описываемое
также удовлетворяющим уравнению (2) дополнительным слагаемым
ΔT (r, ϕ) = (B/r) cosϕ, где B — подлежащий определению постоян-
ный коэффициент. Таким образом, температурное поле в однородном
материале, удовлетворяющее заданному условию при r → ∞ и урав-
нению (2), описывает функция

T (r, ϕ) = T∞(r, ϕ) + ΔT (r, ϕ) = (Gr +B/r) cosϕ. (3)

Аналогичные зависимости описывают распределения температуры в
волокне

T ◦(r, ϕ) = (A◦r +B◦/r) cosϕ, (4)

в промежуточном слое

T ∗(r, ϕ) = (A∗r +B∗/r) cosϕ (5)

и в слое материала матрицы

Tm(r, ϕ) = (Amr +Bm/r) cosϕ. (6)

В соотношении (4) B◦ ≡ 0 в силу ограниченности температуры в
центре волокна. Таким образом, в равенства (3)–(6) входят шесть неиз-
вестных коэффициентов B, A◦, A∗, B∗, Am и Bm, которые необходимо
найти из граничных условий на цилиндрических поверхностях с ради-
усами r0, r1 и rm, предполагая тепловой контакт на этих поверхностях
идеальным.
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При r = r0 из условий непрерывности распределения температу-
ры и радиальной составляющей вектора плотности теплового потока
следует

T ◦(r0, ϕ) = T
∗(r0, ϕ) и λ◦⊥ ∂T

◦/∂r
∣
∣
r=r0
= λ∗⊥ ∂T

∗/∂r
∣
∣
r=r0

,

где λ◦⊥ и λ∗⊥ — коэффициенты теплопроводности соответственно во-
локна и промежуточного слоя в направлении, перпендикулярном рас-
положению волокон. Отсюда с использованием равенств (4) и (5) при
B◦ = 0 находим

A◦ = A∗ +B∗/r20 и A◦ = (λ∗⊥/λ
◦
⊥)(A

∗ − 2B∗/r20). (7)

Из аналогичных условий при r = r∗ с учетом формул (5) и (6) следует

A∗ +B∗/r21 = Am +Bm/r
2
1 и A∗−B∗/r21 = (λm/λ

∗
⊥)(Am−Bm/r

2
1).
(8)

Наконец, из подобных условий при r = rm и соотношений (3) и (6)
получим

Am +Bm/r
2
m = G+B/r

2
m и Am − 2Bm/r

2
m = (λ⊥/λm)(G−B/r

2
m).
(9)

Последовательным исключением неизвестных из равенств (6)–(9)
находим

B/(Gr2m) = (λ̃⊥(1+DCV )−1+DCV )/(λ̃⊥(1+DCV )+1−DCV ), (10)

где λ̃⊥ = λ⊥/λm, d = P/S, P = (1/λ̄∗)/(K/r20−1/r
2
1)−1/(K/r

2
0+1/r

2
1),

S = (1/λ̄∗)/(K/r20−1/r
2
1)+1/(K/r

2
0+1/r

2
1),K = (λ̄

∗/λ̄+1)/(λ̄∗/λ̄−1),
λ̄∗ = λ∗⊥/λm и λ̄ = λ◦⊥/λm. Замена составной частицы равновеликим
цилиндром с внешним радиусом rm и искомым коэффициентом тепло-
проводности λ⊥ приведет к исчезновению возмущения температурно-
го поля в окружающем ее однородном материале с тем же значением
λ⊥. Тогда в равенстве (3) следует положить ΔT (r, ϕ) = 0, что рав-
носильно условию B = 0, которое с учетом формулы (10) позволяет
записать

λ̃⊥ = (1−DCV )/(1 +DCV ). (11)

При отсутствии промежуточного слоя (при λ∗ = λ◦) из формулы
(11) следует

λ̃◦⊥ = (1 + λ̄− (1− λ̄)CV )/(1 + λ̄+ (1− λ̄)CV ). (12)

С этим равенством в частном случае неограниченной длины волокон
совпадает формула, полученная в работе [10].

Построение двусторонних оценок. Для оценки возможной по-
грешности формулы (11) используем двойственную вариационную
формулировку задачи стационарной теплопроводности [11, 12], по-
зволяющую получить двусторонние оценки значения λ⊥. Область V ,
содержащую представительный элемент в виде половины составной
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Рис. 1. Модель структуры компо-
зита для построения двусторонних
оценок

частицы радиусом rm, выберем в фор-
ме прямоугольного параллелепипеда
длиной L � rm и высотой H � rm,
поперечное сечение которого плоско-
стью, перпендикулярной волокну, по-
казано на рис. 1. Одна из боковых
граней параллелепипеда соответству-
ет в полярных координатах значению
ϕ = π/2 и имеет температуру, прини-
маемую за нуль отсчета, а точки про-
тивоположной грани, на которой за-
дана температура T0 = GH , имеют
координаты r cosϕ = B, т.е. ширина

параллелепипеда равна B, причем B � rm. Остальные грани парал-
лелепипеда считаем идеально теплоизолированными.

Однородный материал в части области V вне составной частицы
имеет коэффициент теплопроводности λ⊥. Таким образом, в неод-
нородной цилиндрической области объемом V0 = BHL, ограничен-
ной поверхностью S, распределение температуры T (M) и коэффи-
циент теплопроводности λ(M) являются функциями координат точки
M ∈ V , причем функция λ(M) кусочно-постоянная и принимает зна-
чения λ◦⊥ при r ≤ r0, λ∗⊥ при r0 ≤ r ≤ r1, λm при r1 ≤ r ≤ rm и λ⊥
при r ≥ rm.

Примем в качестве допустимого для минимизируемого функцио-
нала [ 12 ]

J [T ] =
1

2

∫

V

λ(M)
(
∇T (M)

)2
dV (M), (13)

где ∇ — дифференциальный оператор Гамильтона, линейное по ши-
рине параллелепипеда распределение температуры с постоянной со-
ставляющей градиента G. В этом случае из формулы (13) получим

J1[T ] =
G2

2

(

λ⊥BHL−
πr2m
2
Lλ⊥+

+π
r2m − r

2
1

2
Lλm + π

r21 − r
2
0

2
Lλ∗⊥ + π

r20
2
Lλ◦⊥

)

. (14)

Для максимизируемого функционала [12]

I[q] = −
1

2

∫

V

(
q(M)

)2

λ(M)
dV (M)−

∫

S

T (P )q(P ) ∙ n(P ) dS(P ), P ∈ S,

(15)
где n — единичный вектор внешней нормали к поверхности S, в каче-
стве допустимого распределения вектора q плотности теплового по-
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тока примем постоянное значение q = −λG единственной составляю-
щей этого вектора, перпендикулярной боковым граням параллелепи-
педа. Тогда формула (15) примет вид

I1[q] = −
(λG)2

2

(
BH − πr2m/2

λ⊥
L+ π

r2m − r
2
1

2λm
L+ π

r21 − r
2
0

2λ∗⊥
L+ π

r20L

2λ◦⊥

)

+

+λ⊥G
2BHL. (16)

Принятые допустимые распределения температуры и плотности
теплового потока для неоднородной области отличаются от действи-
тельных и поэтому значения J1[T ] и I1[q] не будут совпадать, причем
J1[T ] > I1[q]. В промежутке между этими значениями должно быть
расположено и значение J0 = (λ⊥/2)G2BHL минимизируемого функ-
ционала (13) для однородной области с коэффициентом теплопровод-
ности λ⊥. Тогда при (r1/rm)2 = CV с учетом формулы (14) из условия
J1[T ] ≥ J0 получим верхнюю оценку:

λ̃+ = 1− CV + (λ̄
∗(1− r20/r

2
1) + λ̄r

2
0/r

2
1)CV ≥ λ̃⊥,

а при использовании формулы (16) из условия I1[q] ≤ J0 найдем ниж-
нюю оценку:

λ̃− = 1/(1− CV + ((1− r
2
0/r

2
1)/λ̄

∗ + (r0/r1)
2/λ̄)CV ) ≤ λ̃⊥

для безразмерного отношения λ̃⊥ = λ⊥/λm. Отметим, что равенство
для верхней оценки совпадает по структуре с формулой (1) и иден-
тично этой формуле в случае изотропии волокон и промежуточного
слоя.

Результаты расчетов. Для примера расчета примем λ∗⊥ = (λ
◦
⊥ +

+ λm)/2 и r0/r1 = 0, 9. На рис. 2 при различных значениях λ̄ при-
ведены графики зависимостей от CV верхней λ̃+ (штрихпунктирные
линии 2) и нижней λ̃− (штриховые линии 2) оценок, сплошными кри-
выми (3) представлены графики зависимостей λ̃⊥, построенные по
формуле (11), а пунктирные линии (4) соответствуют зависимостям
λ̃◦⊥, определяемым формулой (12). Ясно, что при λ̄ = 1 графики всех
зависимостей будут соответствовать на этих рисунках горизонтальной
линии с ординатой, равной единице.

При указанных исходных для всех принятых значений λ̄ каждая
сплошная кривая лежит в полосе между соответствующими штрих-
пунктирной и штриховой линиями, причем эта полоса расширяется
при увеличении CV и по мере отклонения параметра λ̄ от единицы.
Из сопоставления графиков на рис. 2, а и б следует, что возможная по-
грешность расчетов по формуле (11) в данном случае довольно мала,
т.е. полученные оценки значения эффективного коэффициента тепло-
проводности композита в направлении, перпендикулярном волокнам,
можно считать достоверными. Для частного случая λ∗⊥ = λ◦⊥ расчет
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Рис. 2. Графики зависимостей при λ̄ < 1λ̄ < 1λ̄ < 1 верхней λ̃+λ̃+λ̃+ (штрихпунктирные
линии) и нижней λ̃−λ̃−λ̃− (штриховые линии) оценок эффективного коэффициента
теплопроводности λ̃⊥λ̃⊥λ̃⊥ (сплошные кривые) от объемной концентрации CVCVCV
волокон и аналогичных зависимостей λ̃◦⊥λ̃

◦
⊥λ̃
◦
⊥ (пунктирные линии) от CVCVCV при

r0/r1 = 0,9r0/r1 = 0,9r0/r1 = 0,9, λ̄∗ = (1 + λ̄)/2λ̄∗ = (1 + λ̄)/2λ̄∗ = (1 + λ̄)/2 и различных значениях λ̄ < 1λ̄ < 1λ̄ < 1 (а) и λ̄ > 1λ̄ > 1λ̄ > 1 (б)

при CV > 0 по формуле (12) для значений λ̄ < 1 приводит к неравен-
ству λ̃◦⊥ < λ̃⊥, а для значений λ̄ > 1 — к неравенству λ̃◦⊥ > λ̃⊥.

Сравнение на рис. 2 графиков зависимостей λ̃⊥ и λ̃◦⊥ показывает,
что при значении λ∗⊥ = (λ

◦
⊥ + λm)/2, расположенном между значени-

ями коэффициентов теплопроводности для волокна и матрицы, вли-
яние промежуточного слоя на эффективный коэффициент теплопро-
водности композита достаточно мало. Для современных композитов
с полимерной матрицей и высокомодульными волокнами [1] харак-
терно неравенство λ̄ > 1. Например, для композита с арамидными
волокнами (кевлар-49) и эпоксидной матрицей λ̄ ≈ 30 [ 2 ]. Это об-
стоятельство при λ∗⊥ < λm приводит к более существенному влиянию
промежуточного слоя на значение λ⊥ для композита в целом. На рис. 3
с использованием прежних обозначений приведены результаты расче-
тов при r0/r1 = 0, 9, λ∗⊥ = λm/2 и различных значениях λ̄ > 1. Видно,
что различие между результатами расчетов по формулам (11) и (12)
растет по мере возрастания CV и λ̄. По-прежнему, каждая сплошная
кривая для зависимости λ̃⊥ от CV при фиксированном значении пара-
метра λ̄ лежит в полосе между соответствующими штрихпунктирной и
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Рис. 3. Графики зависимостей при
λ̄ < 1λ̄ < 1λ̄ < 1 верхней λ̃+λ̃+λ̃+ (штрихпунктирные
линии) и нижней λ̃−λ̃−λ̃− (штриховые
линии) оценок эффективного ко-
эффициента теплопроводности λ̃⊥λ̃⊥λ̃⊥
(сплошные кривые) от объемной
концентрации CVCVCV волокон и анало-
гичных зависимостей λ̃◦⊥λ̃

◦
⊥λ̃
◦
⊥ (пунктирные

линии) от CVCVCV при r0/r1 = 0,9r0/r1 = 0,9r0/r1 = 0,9, λ̄∗ = 1/2λ̄∗ = 1/2λ̄∗ = 1/2
и различных значениях λ̄ > 1λ̄ > 1λ̄ > 1

штриховой линиями, но теперь с
увеличением CV и λ̄ расширение
этой полосы происходит более
интенсивно, что указывает на воз-
можный рост погрешности расче-
тов по формуле (11). Но посколь-
ку значение λ̃+ является достовер-
ной верхней оценкой возможного
значения λ̃⊥, различие между зна-
чениями λ̃⊥ и λ̃◦⊥ уже при λ̄ ≥ 5
требует учитывать влияние про-
межуточного слоя между волок-
ном и матрицей.

Заключение. Наличие в во-
локнистом композите промежу-
точного слоя между волокном и
матрицей, предназначенного для
улучшения между ними меха-
нического взаимодействия, влия-
ет на процесс переноса тепло-
вой энергии в таком компози-
те. Построенная математическая
модель теплового взаимодействия
волокна и матрицы, учитыва-
ющая наличие промежуточного
слоя, позволила получить расчет-
ные зависимости для эффектив-
ных коэффициентов теплопровод-
ности композита как трансвер-
сально изотропного материала, армированного волокнами, ориентиро-
ванными в одном направлении. Сопоставлением результатов расчетов
с двусторонними оценками этих коэффициентов, установленными с
применением двойственной формулировки вариационной задачи ста-
ционарной теплопроводности в неоднородном твердом теле, выявлена
достаточная для практики степень достоверности полученных зависи-
мостей. Показано, что влияние промежуточного слоя между волокном
и матрицей существенно возрастает с ростом объемной концентрации
волокна при выполнении условия λ∗⊥ < λm < λ◦⊥.

Работа выполнена по гранту НШ–1432.2014.8 программы госу-
дарственной поддержки ведущих научных школ.
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