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НЕСТАЦИОНAРНЫЕ ПОЛЯ TЕМПЕРАТУР
В МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЕ
С ПЕРЕМЕННЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Представлено аналитическое решение задачи расчета нестаци-
онарных температурных полей в многоcлойной стенке теплооб-
менного аппарата при условиях третьего рода на граничных по-
верхностях, первого или второго рода на торцах и при условиях
склейки общего вида. Учтена зависимость режимных и теплофи-
зических характеристик от времени и от координат. В решении
применена модификация метода Бубнова–Галеркина. В роли базис-
ных функций использованы комбинации полиномов по координатам
и тригонометрических функций по времени, удовлетворяющие — с
произвольными константами — всем краевым условиям. Приведены
примеры расчета распределения температур для теплообменника
с винтовой перегородкой и для лопаток высокотемпературных га-
зовых турбин.
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При создании высокоэффективных и надежных теплообменных ап-
паратов и систем охлаждения газотурбинных установок и теплообмен-
ных аппаратов различного назначения ставится задача численного и
аналитического исследования внутреннего и нестационарного тепло-
обмена в многослойных стенках корпусных деталей теплообменников
и сопловых лопаток. В связи с этим рассмотрим задачу о нестацио-
нарных температурных полях (T = T (t, x, y)) в I-cлойной пластине
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при условиях третьего рода

αg(Tg − T ) = (−1)gλ∂t/∂y;
y = ymax = Y, g = 2; y = ymin = 0, g = 1,

(1)

на границах с нормальными координатами, а также при задании те-
пловых потоков q или температур T при следующих значениях про-
дольных координат:

Q = Q0, x = x min = −X/2; Q = Qx,

x = x max = X/2; Q ∈ {q, T}. (2)

В условиях (1) αg — коэффициенты теплоотдачи; Тg — температура
среды. В процессе решения учитываем зависимости режимных и те-
плофизических характеристик от времени и координат.

При использовании программы для ЭВМ, реализующей числен-
ное решение задачи конечно-разностным методом, представляет ин-
терес разработка модификации расчетного метода, не связанного с
пошаговой (как по времени, так и по координатам) процедурой и, по-
возможности, близкого к аналитическому. Такое решение, в частности,
полезно для тестирования численных расчетов.

Основу математической постановки задачи составляет дифферен-
циальное уравнение с кусочно-непрерывными функциями теплопро-
водности λ, объемных теплоемкостей с и тепловыделения W :

c
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t > 0, x ∈ (−X/2;X/2), y ∈ (0;Y ).
(3)

В связи с тем, что функция λ не дифференцируема на границах
контакта (в точной постановке задачи), вместо уравнения (3) следует
рассматривать систему из уравнений теплопроводности, записанных
для каждого из слоев в отдельности, при общей односторонней пара-
болической переменной времени [1] :
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t > 0, x ∈ (−X/2;X/2), y ∈ (yi1; yi2).
(4)

Однозначное решение задачи (1), (2) и (4) выполнено при допол-
нительном учете начального распределения температуры:

Ti = Tiн(x, y); t = 0, x ∈ [−X/2;X/2], y ∈ [yi1; yi2], (5)

а также при учете для I слоев пластины условий склейки типа

λi

∂Ti2

∂y
= λi+1

∂Ti+1,1

∂y
+ Pi;

t > 0, Ti2 = Ti+1,1 +Qi; i ∈ {1 . . . I − 1}.
(6)
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Слагаемые в уравнении (6), формально соответствующие неиде-
альности теплового контакта (при Qi �= 0) и поверхностному, контакт-
ному тепловыделению (при Pi �= 0), включены в целях использования
соответствующей программы для ЭВМ при итерационном решении
нелинейных задач.

Публикаций по решению рассматриваемой задачи в полной по-
становке не найдено. Известны лишь результаты анализа для задач
в существенно упрощенной постановке, а также общие рекоменда-
ции, в частности, по применению обязательно точных методов мате-
матической физики для выявления зависимости решения от времени.
Применение же, при необходимости, приближенных подходов допу-
стимо лишь по эллиптическим координатам [1]. Судя по публикациям
(например, [2]), весьма эффективным представляется метод Бубнова–
Галеркина. Применительно к задаче класса (1), (2), (4)–(6) постро-
ение решения рекомендовано в виде линейной суперпозиции некото-
рых функций, называемых базисными и удовлетворяющих граничным
условиям. При этом указывается, что коэффициенты разложения сле-
дует определять из условий минимизации ортогональной проекции
невязки по всей области решения, и подчеркивается, что успех в при-
менении метода определяется выбором структуры и числа базисных
функций, входящих в разложение. Но для рассматриваемой задачи
конкретных указаний нет.

В нестационарных задачах эти коэффициенты в общем случае
представляются функциями времени; поэтому их определению со-
ответствует система линейных дифференциальных уравнений изме-
нения времени. Следует отметить, что в стационарных задачах эти
коэффициенты принимаются постоянными и выявляются на основе
решений линейных алгебраических систем уравнений, что намного
проще. В связи с этим эффективен аналитико-численный подход [1],
включающий в себя интегральное преобразование Лапласа, процедуру
минимизации невязки для изображения и, наконец, переход к оригина-
лу. Для определения коэффициентов в разложениях для изображений
в данном случае также логично использовать линейные алгебраиче-
ские уравнения, что и является основным преимуществом названного
подхода. К сожалению, в случаях с зависимостью от времени хотя
бы немногих параметров (αg, λi, сi) применимость преобразования
Лапласа практически исключена.

Сведение трудностей задачи к рассмотрению линейных алгебраи-
ческих уравнений и без преобразования Лапласа допустимо при ис-
пользовании в роли совокупности базисных функций систем из произ-
ведений тригонометрических функций от времени t и координат. Такой
подход, ранее использованный при решении стационарных задач [3, 4],
формально применим и при использовании времени в роли aргумента.
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Но при этом всегда получаются принципиально бесконечные системы
линейных алгебраических уравнений и необходимо обоснование воз-
можности редукции конкретных систем [5], что для рассматриваемой
задачи представляется проблематичным.

В настоящей работе опробована модификация метода Бубнова–
Галеркина, позволившая ограничиться рассмотрением только систем
линейных алгебраических уравнений, применительно к процессам
с ограниченной протяженностью во времени t ∈ [0; tmax = τ ]. В
основном варианте анализа зависимости W = {Wi}, Tн = {Tнi},
Q0 = {Q0i}, Qx = {Qxi} cчитаются кусочно-линейными по норма-
ли к стенке (по y), т.е. линейными по толщине любого слоя. При
необходимости учета более сложной зависимости функций от попе-
речной координаты для каких-либо из физически однородных слоев
возможно разбиение каждого из них, например, на j подслоев с за-
данием соответствующих подсовокупностей из j линейных функций.
Для характеристики зависимостей температуры Tн от продольной ко-
ординаты x, тепловых потоков Q0 и Qx от времени t, {αg, Tg, λi,
сi, Wi, Qi, Pi}, а также искомого решения от х и t, предусмотрено
использование полиномных по х и тригонометрических по времени
t аппроксимаций. Отметим, что применение тригонометрических ря-
дов по времени (при достаточно большом числе слагаемых с заранее
неизвестными коэффициентами) в составе каждой из базисных функ-
ций обеспечивает принципиально точное решение. Число слагаемых в
разложениях для искомых решений ограничено лишь возможностями
вычислительных средств, которые позволяют использовать и большое
число необходимых уравнений.

Решение Ti, i = 1 . . . I строится в виде суммы трех групп функций:

Ti = Fi+
∑
v=1,2

N,M∑
n,m

GvnmCvnm+
∑
p

HipEp; i = 1 . . . I, N+M ⇐ S, (7)

где Hp; p ∈ {1t, 0, X} — функции, последовательно (при t = 0,
x = −X/2; x = X/2) удовлетворяющие заданным условиям на гра-
ницах пространственно-временной области решения; Ep — функции,
единичные на соответствующих границах и быстро убывающие до
нуля в их окрестностях, например Еp = exp(−Cpp), Cp � 1; Fi —
функции, удовлетворяющие условиям (1) и (6) и однородным услови-
ям при t = 0, x = −X/2; x = X/2 Gvnm — функции, удовлетворя-
ющие всем однородным условиям, сответствующим (1), (2), (5), (6).
Авторами настоящей работы использована возможность построения
функции Fi в форме разложений по продольной координате и времени
с кусочно-линейными коэффициентами, а именно

Fi = Аi + Вi · yi, i = 1, . . . , I ; A1 = T1 + λ1В1/α1, (8)
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В1 = (T2 − A1 +
I∑

l=1

Pl/α2+

+
I−1∑
k=1

(δk+1

k∑
l=1

Pl/λk+1 +Qk))/(λ1R); R =
2∑

j=1

α−1
j +

I∑
k=1

δk/λk, (9)

δk=yk2 − yk2; Аi+1 = Аi + (Вi − Вi+1)yi2 −Qi,

Вi+1 = (λiВi − Pi)/λi+1, i = 1, . . . , I − 1.
Для базисных функций Gvnm целесообразно применение структу-

ры следующего вида:

Gvnm = Φ(y)(sinmt +Dvnm cosmt(1− Evt))Ψn(x);

mt = 2mtπ/τ ; Φ(y) = {Φi, y ∈ [yi1; yi2], i = 1, . . . , I},

Φi = Ai +Biy −KJ(y); J(y) =

y∫
0

U(y)dy,

(10)

U(y) = y

I−1∏
k=1

(y − yk2)dy,

K = Rλ1/(J(yI2) + λ1U(yI2)/α2); A1 = λ1/α1,

(11)

B1 = 1, Bi+1 = λi/λi+1, Ai+1 =
i∑

j=1

Bj −Bj+1)yj2;

i = 1, . . . , I − 1; n = 0, 1, . . . , N, m = 1, . . . ,M.

Обозначение R в (11) определено в разложении (9). Выраже-
ния (8)–(11) записаны для условий с αj �= 0, j ∈ {1; 2}, в от-

личие от обычного подхода
2∑

j=1

αj �= 0. Функция Ψn(x) в выра-

жении (10) cодержит xn в комбинированном выражении, удовле-
творяющем однородным условиям (2), и представляется в виде

Ψn =

x∫
0

xn(x2 −X2/4)dx, n = 1, 2, . . . , N ; Ψ0 = 1, в случае условий

второго рода (Q = q при x ∈ {−X/2;X/2}).
После подстановки в уравнение (4) формул (7) вместе с выраже-

ниями (8)–(11) и дифференцирования результата левые (равные ну-
лю) части уравнений, полученных из системы (4), рассматривались
как составляющие дифференциального оператора D(t, x, y), кусочно-
функционального по у , единого для всей области решения. Для кон-
кретизации Сvnm, Dvnm в решении (7) использованы условия ортого-
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нальности D(t, x, y) каждой из Gvnm по (10), а именно

∑
v=1,2

τ∫
0

X/2∫

−X/2

Y∫
0

D(t, x, y)Gvnm dt dx dy = 0,

n = 0, 1, . . . , N, m = 1, . . . ,M, k = 1, . . . ,K,

что позволило получить необходимую систему из 2(N+1)M линейных
алгебраических уравнений.

В разработанной для ПЭВМ программе предусмотрена и оценка
невязки, получаемой после подстановки решений (7) в уравнения (4);
это обеспечивает возможность выбора почти оптимальных значений
Ep, N,M .

В соответствии с этим программа использована при расчете не-
стационарных температурных полей для трех вариантов изолирован-
ной по торцам полосы неограниченной протяженности: двухслойной
в первом (рис. 1), во втором (рис. 2) вариантах и трехслойной в тре-
тьем варианте (рис. 3). Ширина полосы L = 2м (для первого ва-
рианта) и L = 0,06м (для второго). Материалы граничных слоев
— ТЗП (теплопроводность λ1 = 2Вт/(м·K), объемная теплоемкость
с1 = 390Дж/(м3·K)) и сталь (λм = 30Вт/(м·K), см = 3900Дж/(м3·K))
[6, 7]. Толщины слоев δ1, δм (мм) равны 0,2; 8 — в первом, 0,1; 2 — во
втором, 0,05; 2 — в третьем вариантах расчета.

В третьем варианте расчета учитывается промежуточный слой те-
плозащитного покрытия (λ2 = 4Вт/(м·K)) толщиной δ2 = 0,05мм.
Тепловой поток, направленный к многослойной стенке, определяет-
ся значениями коэффициентов теплоотдачи (αг, Вт/(м2·K)) темпера-
туры греющей среды (Tг, ◦С) и внешним теплообменом с воздухом
(αв, Вт/(м2·K); Tв, ◦С). Начальные температуры и продолжительности
процесса составляют Тн = 15 ◦С, tmax = 60 с — в первом вариан-
те, Тн = 500 ◦С, tmax = 0,5 с — во втором и третьем вариантах.
В первом варианте заданы следующие условия: αг = 140Вт/(м2·K),
αв = 15Вт/(м2·K) при р = 6 атм; Tг = (59+62Х ) ◦С; Tв = (27−6Х ) ◦С.

В случаях нагрева стенки до более высоких температур газа и ко-
эффициентах теплоотдачи αв = 2000Вт/(м2·K), Tг = 1400 ◦С характер
изменения αг и Tв по длине стенки представлен участками парабол при
αг,max = 5000Вт/(м2·K), αг,min = 2000Вт/(м2·K) и при Tв,max = 700 ◦С,
Tв,min = 500 ◦С) соответственно. На рис. 1 и 3 кривая А представляет
собой значения αг, Вт/(м2·K), уменьшенные в 10 раз.

Результаты, показанные на рис. 1–3, соответствуют двум случаям
распределения температуры; зависимости (1)–(4) и (5) получены при
значениях αв, αг, указанных ранее и уменьшенных в 10 раз. Обозначе-
ния Г,В,1,2,3,4 на всех рисунках соответствуют распределению темпе-
ратур газа, воздуха, наружной поверхности ближнего к металлу слоя
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Рис. 1. Тепловое взаимодействие двухслойной полосы с газом (T г ∈∈∈ [[[59;183]]]◦С)
со стороны ТЗП и с воздухом T в ∈∈∈ ([[[27;15]]]) в течение tmax === 60 с:
а — для момента времени t = tmax/2 = 30 с представлены кривые зависимости от
координаты x для температур газа (Г ), воздуха (В ), а также в сечениях полосы
— при заданных αв, αг (слияние кривых 1. . . 4) и αв/10, αг/10 (кривая 5); б —
зависимости от времени t температур газа, воздуха, а также температур в сечениях
полосы при x = L = 2м и заданных αв, αг (слияние кривых 1. . . 4, а также при
αв/10, αг/10 (кривая 5)

ТЗП, температур металла в верхнем (к газу), среднем и нижнем сече-
ниях соответственно; обозначение 5 дано для практически слившихся
( при избранном масштабе изображения) температурных кривых поло-
сы в вариантах с уменьшенными αв, αг. На рис. 1, а; 2, а; 3, а показаны
изменения температуры для момента времени t = tmax/2 в зависимо-
сти от координаты х ; на рис. 1, б; 2, б; 3, б — изменения температуры
при x = L в зависимости от времени t. Приведенные на рис. 1 значе-
ния Tг, Tв скорректированы с целью исключить теплообмен при x = 0
и x = X = L. На рис. 1, а, б масштабы размеров и времени соста-
вляют 4м и 120 с; pезультаты, представленные на этих же рисунках,
соответствуют внутреннему охлаждению сопловой лопатки газовой
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Рис. 2. Взаимодействие двухслойной полосы с газом (αг === 4500 . . .
. . .2000 и 2000 . . .5000Вт/(м2·K), T г === 1400 ◦С) со стороны ТЗП и с
воздухом (αв ∈∈∈ 2000, T в === 700 . . .500

◦C в течение tmax === 0,5 с; свойства ТЗП
и стали — см. рис. 1:
а — зависимости от координаты x для αг/10 (кривая A), а также (в момент времени
t = tmax/2 = 0,25 с) для температур воздуха (B), наружной поверхности слоя
ТЗП (1), температур металла в верхнем (к газу, 2), среднем (3) и нижнем (4)
сечениях и для практически совпавших (при избранном масштабе изображения)
температур при αв/10, αг/10 — кривые 5; б — зависимости от времени t температур
газа, воздуха, наружной поверхности слоя ТЗП (1), металла в верхнем (к газу,
2), среднем (3) и нижнем (4) сечениях при x = L = 0,06м и заданных αв, αг,
а также для практически совпавших (при избранном масштабе T, 5 при αв/10, αг/10

турбины при вдуве через выходную кромку [8]. Остальные результа-
ты получены применительно к воздухоохладителю, т.е. теплообмен-
нику с винтовой разделительной перегородкой [7]. В рассмотренных
случаях распределение температуры пластины очень слабо изменя-
ется по толщине и резко возрастает со временем, пропорционально
функции (1− exp((αг + αв)tF/C)), где С и F — теплоемкость стенки
и односторонняя поверхность теплообмена. Быстро устанавливается
квазистационарный режим практически с выполнением зависимости
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Рис. 3. Тепловое взаимодействие трехслойной полосы с газом со стороны ТЗП
и воздухом в течение tmax === 0,5 с (свойства ТЗП (с δ1) и стали — см. рис. 1):
а — зависимости от координаты x для αг/10 (кривая A), а также (в момент времени
t = tmax/2 = 0,25 с) для температур воздуха (B), наружной поверхности слоя ТЗП
(1), температур металла в верхнем (к газу, 2), среднем (3) и нижнем (4) сечениях
и для практически совпавших (при избранном масштабе изображения) температур
при αв/10, αг/10 (кривые 5); б — зависимости от времени t температур газа,
воздуха, наружной поверхности слоя ТЗП (1), температур металла в верхнем (к
газу, 2), среднем (3) и нижнем (4) сечениях — при x = L = 0,06м и заданных αв,
αг, а также для практически совпавших (при избранном масштабе изображения)
температур при αв/10, αг/10 (кривые 5)

(Tг−T )/(T−Tв) ≈ αв(1/αг+δ1/λ1). На рис. 2, а и 3, а локальный мини-
мум температур в средних по х сечениях по длине стенки объясняется
повышением αг и Tг к сечениям с х = Х и х = 0 соответственно.

Проведенное сопоставление результатов эксперимента [8, 9] и чи-
сленного расчета выявило их хорошее согласование, что подтвердило
надежность и эффективность обеих использованных программ.

Работа проведена при финансовой поддержке РФФИ (грант
08-08-00718 a).
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