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Описана модификация метода вихревых элементов для расче-
та нестационарных гидродинамических характеристик при про-
странственном обтекании тел потоком жидкости с малой вязко-
стью. В качестве вихревых элементов использованы симметрич-
ные вортоны-отрезки. Для выполнения граничного условия на по-
верхности тела использованы рамки, составленные из вортонов-
отрезков. Описан алгоритм и приведены результаты расчетов ко-
эффициентов сопротивления тел в сравнении с эксперименталь-
ными данными.
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Для численного определения нагрузок на обтекаемую поверхность
со стороны потока жидкости при решении задач гидроупругости в
настоящее время требуются значительные вычислительные ресурсы,
особенно когда необходимо учитывать отрывы потока и интенсивное
вихреобразование вблизи поверхности гладких тел. При этом для чи-
сленного моделирования динамики конструкции требуется, как пра-
вило, существенно меньше вычислительных ресурсов. Поэтому для
быстрого решения задач гидроупругости с инженерной точностью на
начальном этапе проектирования весьма востребованы вихревые ме-
тоды расчета пространственных течений с использованием упрощен-
ных моделей среды [1, 2], основанные на моделировании эволюции
завихренности. Распределение завихренности аппроксимируется дис-
кретными вихревыми элементами, расположенными в относительно
небольшой области пространства — в области вихревого следа. Вы-
сокая скорость вычислений достигается за счет отсутствия сетки; ре-
сурсы компьютера используются для расчета параметров вихревых
элементов, число которых обычно сравнительно невелико.

Для расчета пространственных течений в настоящее время широко
применяется метод дискретных вихрей с замкнутыми вихревыми рам-
ками [1]. Он позволяет моделировать завихренность, сосредоточенную
в тонких вихревых пеленах, которые сходят в поток по линиям отрыва.
Такой подход эффективен при расчете несущих поверхностей и тел с
острыми кромками. Однако при расчете обтекания гладких тел возни-
кают значительные трудности при определении линий отрыва. Кроме
того, пелена, составленная из связанных между собой вихревых ра-
мок, не допускает “перезамыкания” вихревых линий, что может стать
причиной вычислительной неустойчивости.
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При расчете обтекания гладких тел используют различные моди-
фикации метода вихревых элементов [3, 4], в которых область, занятая
завихренностью, моделируется вихревыми элементами – вортонами,
которые не связаны между собой и могут моделировать “перезамы-
кание” вихревых линий. В методе вихревых элементов завихренность
генерируется на всей поверхности обтекаемого тела, а области отрыва
потока формируются при расчете естественным образом. Недостат-
ком метода вихревых элементов является нарушение соленоидально-
сти поля завихренности при аппроксимации его вихревыми элемен-
тами [5]. Поэтому при расчетах необходимо использовать большое
число вортонов и контролировать соленоидальность, что требует до-
полнительных вычислительных ресурсов [3]. Для повышения эффек-
тивности метода проводится поиск алгоритмов аппроксимации поля
завихренности малым числом вихревых элементов с достаточной для
инженерной практики точностью. Также проводится поиск наилучшей
расчетной схемы для моделирования процесса генерации завихренно-
сти вблизи поверхности тела.

В предыдущих работах автором было проведено успешное тести-
рование вихревым методом симметричного вортона-отрезка [6] и ра-
мок, составленных из вортонов, для формирования расчетной схемы
на поверхности тела [7].

Цель настоящей работы — объединение указанных моделей для
расчета гидродинамических характеристик гладких тел и тестирова-
ние полученной модификации метода вихревых элементов.

Постановка задачи и уравнения движения. Исследуется про-
странственное обтекание тела мгновенно стартующим потоком не-
сжимаемой среды плотностью ρ∞ = const при числах Рейнольдса
порядка 105. В этом случае возможно применение подхода Прандтля.
Влияние вязкости учитывается как причина генерации завихренности
в тонком пристеночном слое вблизи поверхности тела, а движение сре-
ды во всем остальном пространстве рассматривается в рамках модели
идеальной жидкости. Обоснование такого подхода применительно к
движению завихренного потока дано в работе [1]. Движение среды
описывают уравнениями неразрывности и Гельмгольца:

div �V = 0;

d�Ω

dt
= rot(�V × �Ω), (1)

где �V (�r, t) – нестационарное трехмерное поле скоростей; �r – радиус-
вектор точки в неподвижной мировой системе координат; �Ω = rot�V –
завихренность.

Задано граничное условие затухания возмущений на бесконеч-
ности

lim
r→∞

�V (�r, t) = �V∞ = const
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Рис. 1. Симметричный вортон-отрезок:
�r0 — радиус-вектор центра в мировой си-
стеме координат; Δ�r — направляющий век-
тор

и условие непротекания на по-
верхности тела S:

�V (�rS, t)× �nS = 0, (2)

где �rS – радиус-вектор точки
на поверхности тела, заданный
в мировой системе координат;
�nS – единичный вектор внеш-
ней нормали к поверхности тела
в этой точке.

При дискретизации уравне-
ний движения жидкости за-
вихренность аппроксимируется
множеством из N вихревых эле-
ментов (ВЭ) – симметричных

вортонов-отрезков (рис. 1). Такой ВЭ подобен элементу вихревой труб-
ки. Он показал высокую эффективность при моделировании явления
“чехарды” вихревых колец [6].

Эволюция поля завихренности складывается из движения центров
ВЭ по жидким линиям, изменения длины, поворота направляющих
векторов ВЭ (при движении интенсивность ВЭ не изменяется) и гене-
рации новых ВЭ.

Уравнения движения для центра и направляющего вектора i-го ВЭ
имеют вид

d�r0i

dt
= �V (�r0i, t) ; (3)

d (Δ�ri)

dt
=

(
N∑
j=1

B̂j (�r0i)

)
×Δ�ri, i = 1, . . . , N, (4)

где

�V (�r0i, t) = �V∞ +
N∑
j=1

�Vj (�r0i); �Vj (�r0i) = (4π)
−1 Γjc�a;

c = 2 ((�η1 − �η2)×Δ�rj)/h; �a = 2 (�s0 ×Δ�rj) ; h = |�a|2 ;
�s0 = �r0j − �r0i; �η1 = �s1/s1; �η2 = �s2/s2; �s1 = �s0 +Δ�rj;

�s2 = �s0 −Δ�rj; s1 = |�s1| ; s2 = |�s2| ; Δr2j = |Δ�rj|2 ;

B̂j (�r0i)mn =
∂(�V )m
∂ (�r0)n

=
Γj
4π

(
∂c

∂ (�r0i)n
× (�a)m − 2 c εmnk (Δ�rj)k

)
;

∂c

∂ (�r0)n
=

2

h2s1 s2

(
h (s1 − s2) (Δ�rj)n −

∂h

∂ (�r0i)n
K
)
+

+
2

h s21s
2
2

(
(Δ�rj × �s1) s

2
2 �η1 − (Δ�rj × �s2) s

2
1 �η2
)
;

28 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2009. № 2



∂h

∂ (�r0i)n
= −8 · ((�s0)nΔr2j − (Δ�rj)n × (Δ�rj · �s0)

)
;

K = (s1 + s2) Δr2j − (s1 − s2) · (Δ�rj × �s0) ;

m,n, k = x, y, z – компоненты векторов; εmnk — тензор Леви–Чивиты.
Для исключения неограниченного роста скоростей �Vj (�r0i) и их

производных при приближении к оси ВЭ, вводится радиус вихревой
трубки ε, т.е. при |�a|/ (2 |Δ�rj|) < ε индуцированные скорости и их
производные убывают по линейному закону до нуля на оси ВЭ:

�V ∗j (�r0i) = α�Vj (�r
∗
0i) ; B̂∗j (�r0i)mn = α B̂j (�r

∗
0i)mn ,

где �r∗0i = �r0i + �δ (α−1 − 1), α = |�a|/ (2ε |Δ�rj|), �δ = Δ�rj�s0 ×Δ�rj
Δr2j

− �s0.

Начальными условиями для системы уравнений (3) и (4) являются
параметры ВЭ в момент их рождения вблизи обтекаемой поверхности.

Генерация завихренности моделируется рождением ВЭ из M вор-
тонных рамок, образующих расчетную схему на поверхности тела
(рис. 2). Вортонные рамки обеспечивают замкнутость и соленоидаль-
ность вихревой системы вблизи поверхности. Такая схема была рас-
смотрена ранее с использованием сферических вортонов [7]. Каждая
j-я m-угольная вихревая рамка задана радиусами-векторами вершин
�rjs (s = 1, . . . ,m), циркуляцией Γj , радиусом-вектором контрольной
точки �kj0 и внешней нормалью �nj0 к поверхности в контрольной точке.

Вихревые отрезки, составляющие рамку, являются симметричны-
ми вортонами-отрезками с параметрами:

�rB0js =
1

2

(
�rjs + �rjs+1

)
+ β �nj0; Δ�r

B
js =

1

2

(
�rjs+1 − �rjs

)
;

ΓBs = Γ
j; s = 1, . . . ,m, 0 < β < ε.

(5)

Рис. 2. Вортонные рамки на поверхности обтекаемого тела
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Таким образом, центры и направляющие векторы генерируемых
ВЭ для каждой рамки известны из геометрии обтекаемого тела, а неиз-
вестной величиной, определяемой из условия непротекания, является
только интенсивность вортонов, равная циркуляции рамки.

Неизвестные циркуляции рамок находят из решения системы ли-
нейных алгебраических уравнений, соответствующих условию непро-
текания в контрольных точках:

M∑
j=1

Γl
m∑
s=1

�vs

(
�kj0

)
× �nj0 = −�V

(
�kj0, t
)
× �nj0, j = 1, . . . ,M, (6)

где �vs (�r) = �Vs(�r)
∣∣∣
Γs=1

— вектор влияния вортона с единичной интен-

сивностью. Корректное решение уравнения (6) должно обеспечивать
нулевую скорость в точках, лежащих внутри тела. Поскольку, как по-
казано в работе [1], для замкнутой поверхности система вырождена
(6), вводится дополнительное условие

M∑
j=1

Γj = 0, j = 1, . . . ,M,

и регуляризирующая переменная. После решения уравнения (6) про-
исходит разделение рамки на ВЭ, которые пополняют вихревой след.

Давление в контрольных точках рамок определяется при помощи
аналога интеграла Коши–Лагранжа [8]:

p (�r, t) = p∞ + ρ∞

[
�V 2
∞
2
−

�V (�r, t)2

2
+

N∑
i=1

�V (�ri, t)× �Vi (�r)− IB (t)

]
,

(7)
где IB — интеграл, учитывающий генерацию вортонов; p∞ = const —
давление в невозмущенном потоке. Главный вектор сил, действующий
на обтекаемое тело, находится как

�R (t) = −
M∑
j=1

p
(
�kj0, t
)
Sj�n

j
0,

где Sj – площадь панели j-й рамки. Гидродинамические коэффициен-
ты определяют по известным формулам.

Из формулы (7) видно, что чем дальше от тела находится ВЭ, тем
меньший вклад он вносит в давление на поверхности тела. Поскольку
наибольший вклад в давление вносят ВЭ, находящиеся вблизи тела,
вортоны, выходящие за пределы куба с центром в центре масс тела и
стороной Lfar, удаляются из расчетной схемы.

Алгоритм решения задачи. Алгоритм расчета одного шага состо-
ит из следующих операций.
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1. Построение расчетной схемы изM вортонных рамок на поверх-
ности тела и определение их параметров (5).

2. Решение системы (6) и нахождение неизвестных циркуляций Γj

(j = 1, . . . ,M).
3. Пополнение вихревого следа новыми ВЭ. При этом элементы,

расположенные на сторонах соседних рамок, объединены в один ВЭ
(процедура объединения приведена далее в п. 6). Также для уменьше-
ния числа ВЭ в следе элементы с малой интенсивностью |Γjs| < Γmin
(Γmin – заданная малая константа) не пополняют след.

4. Определение давления в контрольных точках по формуле (7) и
вычисление гидродинамических нагрузок и коэффициентов.

5. Численное интегрирование уравнений эволюции вихревого сле-
да (3), (4) методом первого порядка с шагом Δt и определение па-
раметров ВЭ на новом шаге. При этом ВЭ, попавшие внутрь тела,
возвращаются в поток. Для повышения устойчивости счета проводит-
ся контроль приращения векторов Δ�r. Если приращение Δ�r за один
шаг расчета превышает заданную величину εΔ, то приращение напра-
вляющего вектора ВЭ обнуляется.

6. Реструктуризация ВЭ в следе, т.е. объединение ВЭ и ограни-
чение длины вихревого следа. Объединение элементов, для которых

выполнены условия: |�ri − �rj| < ε∗ и |Ψ| < ε∗∗, где Ψ =
�ri · �rj
|�ri| |�rj| (если

Ψ < 0, то производится разворот вектора вортона Δ�rj с изменением
знака циркуляции Γj). Параметры объединенного ВЭ задаются следу-
ющими выражениями:

�rΣ =
|Γi| �ri + |Γj| �rj
|Γi| + |Γj| ; Δ�rΣ =

|Γi| Δ�ri + |Γj| Δ�rj
|Γi| + |Γj| ; ΓΣ = Γi + Γj.

Цикл вычислений продолжается до достижения конечного време-
ни вычислений tк или до остановки вычислений пользователем. При
реализации алгоритма разработана программа MVE3D, в которой ис-
пользована библиотека MPI для распараллеливания 5-й и 6-й опера-
ций. Расчеты проводились с использованием кластера МВС-100к.

Результаты тестирования метода. Для тестирования метода ре-
зультаты численных экспериментов по определению стационарных ко-
эффициентов сопротивления тел вращения сравнивались с известны-
ми экспериментальными данными.

В численных экспериментах дискретизация поверхности тел вра-
щения вортонными рамками характеризовалась двумя параметрами:
N1 – число рамок по образующей тела вращения; N2 – число рамок
в окружном направлении. Все рамки являются четырехугольными,
за исключением полюсов, где использовались многоугольные рамки
с числом сторон N2. Таким образом, число вортонных рамок M =
= N1N2 + 2.
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В каждом вычислительном эксперименте время окончания счета
равнялось tк = 80, а шаг Δt = 0, 04, т.е. проводилось 2000 шагов рас-
чета. Нестационарные коэффициенты сопротивления осреднялись по
1500 временных шагов (на интервале от 500-го до 2000-го шага). По-
лученные таким образом стационарные коэффициенты сопротивления
сравнивались с экспериментальными данными [9].

На первом этапе исследований выбирали безразмерные параметры
расчетной схемы. В качестве тестового объекта был выбран тонкий
диск диаметром D = 1 и толщиной H = 0,1. В диапазоне чисел Рей-
нольдса Re от 103 до 107 стационарный коэффициент сопротивления
для характерной площади S = 0,25 πD2 имеет постоянное значение
Cexp
X = 1,17 [9].
По результатам вычислительных экспериментов были выбраны

безразмерные параметры �V∞ = {1, 0, 0}т; ρ∞ = 1; p∞ = 1; β = 0,01;
ε = 0,1; ε∗ = 0,7 ε; ε∗∗ = 0,9; εΔ = 0,02; Γmin = 10−6; Lfar = 10, 0.

В качестве примера на рис. 3 приведена зависимость изменения
коэффициентов CXa , CYa , CZa от времени для диска с параметрами
N1 = 22, N2 = 36. На рис. 4 показан вид вихревого следа, сформиро-
ванного N = 8667 ВЭ (отмечены на рисунке точками), на последнем
шаге расчета (t = 80).

В таблице приведены значения стационарного коэффициента со-
противления диска, вычисленного для различных значений параме-
тров дискретизации модели. Из таблицы видно, что с увеличением
дискретизации погрешность определения коэффициента сопротивле-
ния уменьшается.

На втором этапе исследований, используя определенные ранее без-
размерные параметры, проводили моделирование обтекания шара.

Рис. 3. Зависимость коэффициентов CXa , CY a , CZa от времени для диска
(штриховая — экспериментальное значение)
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Рис. 4. Вихревой след за диском (а) и шаром (б)

В расчетах [7] был получен стационарный коэффициент сопро-
тивления шара, близкий к докритическому значению, равному 0,47.
С использованием симметричных вортонов-отрезков для шара с пара-
метрами N1 = 10, N2 = 24 получен коэффициент CXa = 0,101, для
шара с параметрами N1 = 17, N2 = 34 – CXa = 0,252, для шара с
параметрами N1 = 20, N2 = 40 – CXa = 0,224. Таким образом, с уве-
личением дискретизации вычисленный коэффициент сопротивления
приближается к закритическому значению 0,2. На рис. 4, б в качестве
примера показан вихревой след, сформированной N = 3763 ВЭ (от-
мечены на рисунке точками), в конце расчета (t = 80).

Таблица
Зависимость коэффициента сопротивления диска

от дискретизации

N1 ×N2 Вычисленный CX Погрешность, %
10× 24 0,87 25,3
22× 24 1,05 10,2
22× 30 1,08 7,3
22× 36 1,13 3,1
40× 38 1,18 1,8

Поскольку кризис обтекания шара происходит в диапазоне чисел
Рейнольдса от 105 до 4·105, можно сделать вывод, что для моделирова-
ния течений среды с малой вязкостью предпочтительнее использовать
симметричный вортон-отрезок, чем ВЭ из работ [3, 4].
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Рис. 5. Сравнение расчетного (точки � и � для двух расчетных схем с различ-
ными (N1×N2) = 24×16 и 36×30) и экспериментального (сплошная кривая)
[9] коэффициентов CXaCXaCXa (а) и CY aCY aCY a (б) для цилиндра

На третьем этапе исследований рассчитывали стационарные коэф-
фициенты CXa и CYa кругового цилиндра диаметром D = 1 и длиной
L = 2 в зависимости от угла атаки. Экспериментальные значения ста-
ционарных коэффициентов для характерной площади S = LD приве-
дены в работе [9].

Расчеты проводили с безразмерными параметрами, определенны-
ми на первом этапе исследований. На рис. 5, а и б показаны расчетные
(точки для двух расчетных схем с различными N1 × N2) и экспери-
ментальные значения для коэффициентов CXa и CYa .

Как видно из рис. 5, для коэффициента CXa наблюдается хорошее
совпадение расчетных и экспериментальных данных. В то же время
для коэффициента CYa на углах атаки от 3

◦ до 50◦ при расчете полу-
чаются завышенные значения. Анализ расчетных данных показал, что
хотя в этих случаях решение системы (6) оказывается корректным:
условие непротекания в контрольных точках выполняется, скорость
внутри тела, вычисленная и усредненная по 100 точкам, оказывается
отличной от нуля, составляя более 20% от |�V∞| вне зависимости от
дискретизации тела. В то же время контроль скорости внутри тела по-
сле решения уравнения (6) для диска и сферы дает значение не более
3% от |�V∞|, которое уменьшается с увеличением дискретизации.

Выводы. Тестовые расчеты показали, что использование в методе
вихревых элементов симметричных вортонов-отрезков и составлен-
ных из них рамок на поверхности тела позволяет эффективно прово-
дить численное моделирование пространственного обтекания гладких
тел при низких дозвуковых скоростях, когда среду, обтекающую тело,
можно считать несжимаемой.

Вычислительные эксперименты показали устойчивость счета и до-
статочно хорошее совпадение полученных с его помощью значений
гидродинамических коэффициентов с экспериментальными данными.
Даже при использовании малого числа вортонных рамок гидродинами-
ческие характеристики тела могут быть определены с приемлемой для
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инженерных расчетов точностью. С увеличением числа вортонных ра-
мок на теле точность определения гидродинамических характеристик
повышается.

Алгоритм метода вихревых элементов может быть эффективно рас-
параллелен. Время выполнения 2 000 временных шагов при расчете
на одном ядре процессора Intel Core2Duo 2,6 ГГц занимал 8 ч, при
параллельном расчете на двух ядрах время вычислений снижалось
практически вдвое. С увеличением числа использованных процессо-
ров эффективность распараллеливания снижалась. При использова-
нии 32 процессоров кластера МВС-100к тот же расчет занимал около
30 мин.

При проведении тестовых расчетов обнаружено, что в определен-
ных случаях выполнения условия непротекания в контрольных точках
на поверхности тела оказывается недостаточно для корректного удо-
влетворения условия нулевой скорости внутри тела. Наблюдаемое в
расчетах отличие скорости внутри тела от нуля показывает наруше-
ние соленоидальности поля завихренности. Решение данного вопроса
будет проведено в дальнейших исследованиях.

Автор благодарит Межведомственный суперкомпьютерный центр
РАН за предоставленную возможность использования высокопроизво-
дительного кластера МВС-100к.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАЗООБМЕНА
ДВУХТАКТНЫХ ДВИГАТЕЛЕЙ

Проведено численное моделирование нестационарного течения в
расчетных областях с подвижными границами. Составлен соот-
ветствующий программный комплекс трехмерного моделирования,
и выполнены расчеты газообмена двухтактных двигателей, кото-
рые показали хорошее согласование с результатами соответству-
ющих экспериментов.

Ключевые слова: метод крупных частиц, подвижная граница, распад
разрыва, газообмен.

Газообмен — важнейшая составная часть рабочего процесса порш-
невых двигателей. Скорости потоков, покидающих цилиндры при вы-
пуске, поля скоростей и давление в цилиндре, полученные в результате
впуска, являются определяющими факторами для оценки коэффициен-
тов очистки, наполнения, продувки, вихревого числа, величины обрат-
ного заброса на впуск и, как следствие, организации рабочего процес-
са в цилиндрах. Поэтому корректное выполнение расчетов газообмена
необходимо для достоверного определения мощности, удельного рас-
хода топлива, дымности и токсичности отработавших газов и других
важнейших эксплуатационных и экологических показателей двигате-
ля. Особенно сложный пространственный нестационарный характер
имеют процессы газообмена в двухтактных двигателях [1].

Одним из наиболее удобных и эффективных численных методов
для расчетного анализа пространственных нестационарных потоков
является метод крупных частиц (МКЧ) [1–3] и его неявная модифика-
ция, повышающая скорость и точность вычислений [4–7].
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