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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
УПРУГО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
СОЕДИНИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДВОЙНОГО
БАЗИРОВАНИЯ

Рассмотрены новый способ создания натяга в соединениях с двой-
ным базированием и устройства для его реализации. Приведены ма-
тематические модели, описывающие упруго-деформированное со-
стояние соединения и позволяющие оптимизировать его основные
параметры, а также алгоритмы и конкретные результаты опти-
мизации в виде типоразмерного ряда сопрягаемых элементов.

Сравнительный анализ жесткости различных инструментальных
соединений показывает, что наибольшую жесткость имеют соедине-
ния двойного базирования типа конус-торец. Известны три способа
создания натяга в таких соединениях: последовательный, точная под-
гонка и упругое деформирование одного из базирующих элементов;
каждый из этих способов имеет свои преимущества и недостатки.

Автором настоящей статьи разработан новый способ создания мак-
симальной контактной жесткости соединения — способ независимого
одновременного создания натяга в базирующих поверхностях путем
подведения скользящих опор с необходимой жесткостью: между со-
единяемыми поверхностями (внутренней цилиндрической и наруж-
ной конической) устанавливается промежуточный упругий скользя-
щий элемент с независимыми опорными базирующими поверхностя-
ми с направленной жесткостью, который позволяет при сборке с до-
статочной степенью точности автоматически создавать необходимые
натяги в нужных плоскостях контакта с помощью осевых усилий за-
тягивания конуса и упругих промежуточных элементов при оптималь-
ных параметрах соединения.

Для реализации такого способа разработано устройство (рис. 1),
условно названное “модуль универсал”. Жесткость системы двойного
базирования типа модуля универсала состоит из жесткостей торцевого
соединения и хвостовика, которые связаны между собой параллельно.
Последняя определяется жесткостью двух опор, имеющих по два по-
яса контакта, соединенных согласно теории приведения жесткостей
последовательно. Один пояс контакта — это сопряжение по цилиндри-
ческим поверхностям, а другой — по коническим.

Для математического описания контактных упругих перемещений
в цилиндрических сопряжениях воспользуемся следующими правила-
ми и допущениями.
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Рис. 1. Физическая модель с двойным базированием типа модуля универсала

1. Контактные перемещения и давления от натяга значительно
больше, чем от внешней нагрузки.

2. При нагружении соединения суммарные давления с одной его
стороны увеличиваются, а с другой уменьшаются.

3. Упругие контактные перемещения в точках, расположенных диа-
метрально противоположно, равны.

4. Давления и радиальные контактные перемещения от внеш-
них нагрузок распределяются по окружности по косинусоидальному
закону.

На основании известных зависимостей1, определяющих контакт-
ную жесткость в цилиндрических соединениях с натягом, упругое пе-
ремещение в соединении можно представить в следующем виде:

δ ≈
(
dδ

dσ0

)
σв ≈ kσв = 2kq

πd
;

здесь σв =
2q

πd
— наибольшее давление от внешней нагрузки pв; q —

нагрузка на единицу длины l соединения, q =
pв

l
, кг/мм; k = Cmσm−10

— коэффициент контактной податливости,m — показатель степени для
стальных закаленных деталей, шероховатость сопрягаемых поверхно-
стей которых соответствует 8 и 9 классам; при повторных нагружениях
m ≈ 0,5, тогда

k =
0,5C√
σ0
,

мкм
Н · мм−2 , (1)

1Л е в и н а З. М., Р е ш е т о в Д. Н. Контактная жесткость машин. – М.:
Машиностроение, 1971. – 264 c.
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где σ0 =
pз

F
— давление затягивания, Па, pз — сила затягивания, Н,

F — площадь, на которую действует сила затягивания базирующих
элементов (определяется далее), м2; C — коэффициент, зависящий от
качества обработки поверхностного слоя и физических свойств ма-
териала сопрягаемых деталей; для стальных и чугунных деталей с
шероховатостью по ГОСТ 2789-73 усредненные значения коэффици-
ента C = 0,4 . . . 0,5; 0,35; 0,25; 0,15 и 0,07 соответствуют следующим
классам шероховатости: 7; 8; 9; 10 и 11.

Используя механическую модель (см. рис. 1) нового соединения
и зависимости для определения контактной жесткости цилиндриче-
ских соединений, разработали математические описания контактных
податливостей сопряжений хвостовика. Оправку рассматривали как
абсолютно жесткое тело. Уравнения, определяющие контактные пере-
мещения δк в опорах А и В , имеют вид

δк = δ0 + θ0L = δA

(
1 +

L

l

)
+ δB

L

l
,

где δ0 = δA — перемещение в начале стыка; θ0 =
δA + δB

l
— угол

наклона в начале стыка; δA1, δA2 и δB1, δB2 — упругие перемещения в
цилиндрической и конической поверхностях опоры А и В .

Как было сказано ранее, жесткость опор А и В определяется сум-
мой жесткостей цилиндрического и конического сопряжений, следо-
вательно,

δA = δA1 + δA2 и δB = δB1 + δB2.

Принимая во внимание относительно малые угол α и ширину l1
поясов контакта хвостовика по конической поверхности при расчете
контактных перемещений в этих сопряжениях, используем те же за-
висимости, что и для цилиндрических сопряжений, учитывая угол α
наклона, который после преобразований нивелируется, и уравнения
становятся аналогичными. Следовательно, перемещения по отдель-
ным поверхностям в опорах А и В можно записать в следующем
виде:

δA1,2 =
2kA1,2YA

FA1,2
, δB1,2 =

2kB1,2YB

FB1,2
, мкм;

kA1,2 =
Сm√
pзА/FA1,2

, kB1,2 =
Сm√
pзB/FB1,2

,
мкм

Н · мм−2 ,

где kA1,2 и kB1,2 — коэффициенты контактной податливости в цилин-
дрическом и коническом сопряжениях опор А и В соответственно;
FA1,2 и FB1,2 — площади цилиндрической и конической поверхностей
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Рис. 2. Схема нагружения соединения

опор A и B соответственно: FA1(B1) = πd1l1; FA2 = πdAl1 = π(d0 −
−l1 tg α)l1; FB2 = πdBl1 = π[d0− (2l− l1) tg α]l1; dA = d0− 2x1 = d0−
−l1 tg α, где x1 = l1

2
tg α; dB = d0 − 2x2 = d0 − (2l − l1) tg α, где

x2 =

(
l− l1

2

)
tgα; pзA, pзB — затяжные усилия в опорах A и B.

Реакции YA и YB опор определяются по уравнениям моментов
(рис. 2): ∑

MA = 0; PL − YBl = 0, YB =
PL

l
;

∑
MB = 0; P (L + l) − YAl = 0, YA =

P (L+ l)

l
.

Рис. 3. Графики зависимостей реакций
опор Y от соотношения длин l/L

Зависимость реакций Y опор
оправки от расстояния l меж-
ду ними для p = 100 дан и
L = 100мм приведена на рис. 3
и в таблице.

Приведенные математиче-
ские зависимости позволяют
оптимизировать длину хвосто-
вика соединения и определить
соотношения затяжных усилий
на торце и в опорах хвостовика
при максимальных общей или
суммарной жесткостях.

Реакция опор A и B, дан
Расстояние l между опорами A и B, мм

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

YА 1100 600 433,3 350 300 266,7 242,9 225 211,1 200

YB 1000 500 333,3 250 200 166,7 142,9 125 111,1 100
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Одна из основных особенностей двойного базирования заключа-
ется в том, что согласно теории приведения жесткостей суммарная
жесткость jΣ = jт + jхв, а суммарные перемещения —

δΣ =
δтδхв

δт + δхв
, (2)

где jт, δт и jхв, δхв — жесткость и перемещение на торце и в хвостовой
части соответственно.

Из уравнения (2) видно, что общая величина перемещений зависит
от распределения ее составляющих δт и δхв:

если δт � δхв, то δΣ = min,
если δт ≈ δхв, то δΣ = max.
Следовательно, для повышения общей жесткости соединений

двойного базирования необходимо перераспределение затягивающей
силы на ту соединительную базирующую поверхность, которая по-
тенциально способна нести бо́льшую жесткость, т.е. на торцевую по-
верхность. Несмотря на то, что жесткость хвостовой части соединения
значительно меньше, чем жесткость торцевой части, о чем говорит ко-
эффициент ηхв повышения жесткости, составлящий 0,15. . . 0,25, длина
хвостовика имеет важное значение для распределения контактной и
собственной жесткостей для достижения ее общего максимального
значения. Длина l хвостовика влияет не только на контактную, но и
собственную жесткость, поэтому задача оптимизации заключается в
определении такого значения l, при котором сумма контактного δк и
собственного δс перемещений была бы минимальной, δк + δс = δmin,
т.е. оптимизировать длину l хвостовика целесообразно по критерию
минимальной податливости.

Контактное перемещение хвостовой части определяется из урав-
нения

δк = δА

(
1 +

L

l

)
+ δB

L

l
. (3)

Собственное перемещение определяем согласно схеме нагружения
(см. рис. 2), используя правило Верещагина и допустив, что потенци-
альная энергия при растяжении-сжатии и сдвиге от нагружения оправ-
ки внешними силами существенно меньше энергии при изгибе. При-
менительно к эпюре изгибающих моментов с наибольшей величиной
в передней опоре получим Ми = PL;

δс =
PL2

3E

(
l

I1
+
L

I2

)
, (4)

где I1 и I2 — моменты инерции межопорной части и консоли оправки;
E — модуль упругости.
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Рис. 4. Графики зависимости податливо-
сти δδδ от соотношения межопорной дли-
ны lll к диаметру оправки d0d0d0

Проанализировав уравнения
(3) и (4), выявили, что при изме-
нении длины l меняются значе-
ния контактных и собственных
податливостей. Причем при уве-
личении l контактная податли-
вость уменьшается, а собствен-
ная увеличивается, что нагляд-
но видно из графиков на рис. 4
(D = 63 мм и L = 100 мм). Это
можно объяснить уменьшением
реакций YA и YB опор при уве-
личении межопорной длины l.
Из приведенных графиков сле-
дует, что условие δк + δc = δmin

соблюдается или в точке их пересечения при δc = δк, или в ее окрест-
ностях.

Разработанный алгоритм (рис. 5) позволяет быстро и с достаточной
точностью найти оптимальное соотношение l/d для каждого значения
контактной податливости δ и ее коэффициента k, lопт = 1,2 . . . 1,5d.
Исходные данные для оптимизации: D = 32, 40, 50, 63, 80, 100 мм;
Р = 100 дан; L = 100 мм; d0 = 0,57D; d1 = 1,15d0; α = 8◦17′;
E = 2,1 · 105МПа; k = 0,1; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3,

мкм
Н · мм−2 .

Жесткость j торцевого соединения (см. рис. 1) можно определить

по известным зависимостям1 плоских кольцевых стыков: jт =
М
ϕ

или jт =
P

ϕL
, где М = PL, Н·м; ϕ — угол поворота в стыке,

ϕ =
k(1− χ)M · 10−3

I
, мкм/мм, k — коэффициент контактной по-

датливости определяется по формуле (1); χ — величина, учитывающая
податливость затяжных элементов, для винтов1 χ = 0,1 . . . 0, 2, I —
момент инерции кольцевого стыка,

I =
π

64

(
D4 − d4) , мм4.

Рассматривая зависимости по определению жесткости кольцевого
стыка, можно для постоянного наружного диаметра D аналитически
определить внутренний диаметр d, зависящий от типоразмера инстру-
ментальной системы, при котором жесткость соединения будет мак-
симальная, т.е. оптимизировать соотношение d/D для всех систем по
критерию максимальной жесткости. Согласно приведенным зависимо-
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Рис. 5. Алгоритм оптимизации межопорной длины lll

стям с увеличением внутреннего диаметра d кольцевого стыка возра-
стает давление σ0, следовательно, уменьшается коэффициент контакт-
ной податливости k. Одновременно уменьшается и момент инерции I
площади стыка F .

В результате совместного решения приведенных уравнений, был
оптимизирован диаметр d; do = 0,57D. Исходные данные для оптими-
зации: D = 32, 40, 50, 63, 80 и 100мм; pз = 200 . . . 1200 дан; m = 0,5;
C = 0,25; χ = 0,2; p = 100 дан; L = 100мм.

Графические зависимости ϕ = f(d/D), где ϕ — в условных еди-
ницах, отнесенных к сплошному стыку, и δ = f(M) для системы
D = 63 мм, где δ = ϕL — податливость стыка, мкм, приведены на
рис. 6, а и б, а блок-схема (алгоритм) оптимизации на — рис. 7.
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Рис. 6. Графики зависимостей угла поворота ϕϕϕ от размеров кольцевого стыка
d/Dd/Dd/D (а) и податливости стыка δδδ от нагрузкиMMM (б)

Рис. 7. Алгоритм оптимизации размеров кольцевого стыка do = f(D)do = f(D)do = f(D)

В результате математического моделирования были оптимизиро-
ваны главные параметры соединения d и l, на основе чего получен
оптимальный размерный ряд соединительных элементов: D = 32; 40;
50; 64; 80 и 100мм, d = 20; 24; 30; 38; 48 и 60мм и l = 25; 40; 50; 60
и 75мм соответственно.

Выводы. 1. Одним из эффективных инструментальных соедине-
ний является соединение двойного базирования “модуль универсал”,
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благодаря которому обеспечивается высокая жесткость соединений со-
зданием натяга в нужных плоскостях или местах контакта.

2. Относительно низкая стоимость соединения из-за несуществен-
ного влияния точности изготовления угла конуса на усилие затягива-
ния и, следовательно, на жесткость соединения в целом и из-за замены
точной внутренней конусной базирующей поверхности на цилиндри-
ческую.

3. Исключаются и устраняются повреждения базирующих контак-
тирующих поверхностей от перенаклепа.

4. Относительное скольжение базирующих поверхностей во время
создания в них натяга позволяет при минимальных осевых усилиях
получить большую контактную жесткость;

5. Возможность замены на другие стандартные отечественные и
зарубежные инструментальные системы.

6. Определены оптимальные соотношения параметров соединений:
для кольцевых стыков — отношение внутреннего диаметра к наруж-
ному d/D = 0,57; для конических хвостовиков — отношение длины к
диаметру у основной плоскости l/d = 1,2 . . . 1,5.
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