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МЕТОД РАСЧЕТА СВЕРХЗВУКОВОГО
ОБТЕКАНИЯ СФЕРЫ НА ОСНОВЕ
AUSM КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Изложен метод численного моделирования обтекания сферы сверх-
звуковым потоком совершенного газа, основанный на расщеплении
системы уравнений динамики вязкого теплопроводного газа на две
группы уравнений, одна из которых — уравнения Навье–Стокса —
интегрируется с использованием AUSMконечно-разностных схем, а
другая — уравнение сохранения энергии — интегрируется с исполь-
зованием неявного метода интегрирования пятиточечной конечно-
разностной схемы.

Приведены результаты численных исследований обтекания
сферы во всей области течения от головной ударной волны до даль-
него следа для условий набегающего потока, соответствующих не-
которой точке одной из возможных траекторий входа космическо-
го аппарата в атмосферу. Показана зависимость численных реше-
ний от используемых конечно-разностных сеток. Даны рекоменда-
ции по построению оптимальных сеток.

Производительность современных компьютеров и развитие вычи-
слительных методов решения задач аэрофизики позволяют модели-
ровать поле течения, теплофизические, термохимические и радиаци-
онные процессы во всей возмущенной области вокруг летательных
аппаратов, входящих в плотные слои атмосферы: от фронта головной
ударной волны до дальнего следа. К наиболее актуальным пробле-
мам компьютерной аэротермодинамики сегодняшнего дня можно отне-
сти тестирование разрабатываемых расчетно-теоретических моделей
и программных кодов, повышение их вычислительной эффективно-
сти, математическое моделирование сложных (трехмерных) элементов
течения у поверхности летательных аппаратов (отрывные течения и
течения присоединения, ламинарно-турбулентный переход, сложные
ударно-волновые взаимодействия, явления гистерезиса и бифуркации).

В настоящей работе подробно излагается один из расчетно-теоре-
тических методов исследования аэротермодинамики космических ап-
паратов, предназначенных для входа в плотные слои атмосфер планет
и возвращения на Землю [1, 2]. Особенностью указанного метода явля-
ется использование принципа расщепления полной системы уравнений
динамики вязкого и теплопроводного газа на две группы, а также при-
менение для интегрирования уравнений каждой из групп различных
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подходов. Первую группу составляют уравнения Навье–Стокса, а вто-
рую — уравнения, описывающие энергетическое состояние газа (урав-
нение сохранения внутренней энергии, уравнения диффузии химиче-
ски реагирующих газовых компонент, уравнения колебательной и элек-
тронной релаксации).

Принцип расщепления давно применяется в вычислительной мате-
матике и аэродинамике [3–5]. Подавляющее большинство расчетных
методик также основаны в той или иной степени на этом принципе.
Специфику расчетного подхода составляет алгоритмическое решение
процедуры расщепления. При этом хорошо известно, что при неудач-
ном выборе алгоритма, качество вычислительного процесса может да-
же ухудшиться.

Представленный метод основан на использовании для числен-
ного интегрирования уравнений Навье–Стокса AUSM [6] конечно-
разностных схем и на применении полностью неявных конечно-раз-
ностных схем для численного интегрирования уравнения сохранения
энергии, которое формулируется в виде уравнения Фурье–Кирхгофа,
т. е. относительно температуры.

Изложенный метод является составной частью вычислительного
комплекса ИПМехРГД-2, предназначенного для численного модели-
рования аэротермодинамики спускаемых космических аппаратов с
учетом радиационного переноса энергии и неравновесных физико-
химических превращений. В работах [1, 2] показано, что использова-
ние такого подхода к решению указанных задач динамики излучающего
газа имеет ряд весомых преимуществ. Полученные численные резуль-
таты тестированы на примере расчета сверхзвукового обтекания сфе-
ры. Выбор сферы обусловлен подробным исследованием данной фор-
мы обтекаемого тела в предшествующих работах (см., например, [4]).

Постановка задачи. Расчет динамики вязкого теплопроводного га-
за проводится с использованием уравнений Навье–Стокса в двумерной
осесимметричной постановке. Расчетная область включает в себя поле
течения в невозмущенном потоке, за фронтом ударной волны, в сле-
де за обтекаемым телом. Течение предполагается ламинарным во всей
области.

Исходная система уравнений формулируется в следующем виде:

∂ρ

∂t
+ div(ρV) = 0; (1)

∂ρu

∂t
+ div (ρuV) = −

∂p

∂x
−
2

3

∂

∂x
(μdivV)+

+
∂

∂y

[

μ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]

+ 2
∂

∂x

(

μ
∂u

∂x

)

; (2)
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∂ρv

∂t
+ div (ρvV) = −

∂p

∂y
−
2

3

∂

∂y
(μdivV)+

+
∂

∂x

[

μ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]

+ 2
∂

∂y

(

μ
∂v

∂y

)

; (3)

ρcp
∂T

∂t
+ ρcpVgradT = χ

∂p

∂t
+ χVgradp+ div (λgradT ) +QV , (4)

где x, y — декартовы координаты; V = (u, v)— скорость потока и ее
проекции на оси x и y; ρ, p— плотность и давление; μ— динамический
коэффициент вязкости; cp — удельная теплоемкость при постоянном
давлении; T — температура; λ— коэффициент теплопроводности;QV
— мощность тепловыделения, обусловленного диссипативными про-
цессами и нагревом от внешних источников энергии.

Уравнение сохранения энергии здесь записано в неконсерватив-
ной форме относительно температуры (в форме уравнения Фурье–
Кирхгофа). Система уравнений (1)–(4)будет использоваться совместно
с уравнением состояния идеального газа

p = ρ
R0

MΣ
T, (5)

где R0 = 8,314 ∙ 107эрг/моль∙K — универсальная газовая постоянная;
M — молекулярный вес газа, в общем случае MΣ = MΣ(p, T ). Функ-
ция χ в правой части уравнения (4) представляет собой поправку на
зависимость cp от давления.

Рассмотрим получение явного выражения для χ. Известно, что
уравнение сохранения энергии можно сформулировать относительно
удельной внутренней энергии в наиболее общем случае в следующем
виде:

ρ
∂e

∂t
+ ρVgrade+ p divV = QV − divq, (6)

где q = −λgradT — вектор плотности потока теплоты за счет тепло-
проводности. В данной формулировке удельная внутренняя энергия e
включает в себя все составляющие: энергию поступательного движе-
ния, вращательного, колебательного и электронного возбуждения атом-
ных и молекулярных компонент газовой смеси.

В уравнении (6) перейдем к энтальпии

h = e+
p

ρ
, (7)

для чего воспользуемся уравнением неразрывности (1). В результате
чего получим

ρ
∂h

∂t
+ ρVgradh =

∂p

∂t
+Vgradp+QV − divq. (8)
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Если допустить, что имеется равновесие по всем внутренним степе-
ням свободы частиц с энергией поступательного движения, то можно
воспользоваться единой теплоемкостью, рассчитанной в приближении
равновесной заселенности внутренних энергетических состояний, как,
например, это сделано в работе [7]:

h =

T∫

T0

cpdT + h0, (9)

где h0 — энтальпия образования вещества при T = T0.
Дальнейшее преобразование уравнения (8) будет основано на ис-

пользовании свойств энтальпии как термодинамического потенциала:

h = h (p, T ) , (10)

т. е.

dh =

(
∂h

∂p

)

T

dp+

(
∂h

∂T

)

p

dT =

(
∂h

∂p

)

T

dp+ cpdT. (11)

Это позволяет переписать уравнение (8) в виде

ρcp
∂T

∂t
+ ρcpVgradT + ρ

(
∂h

∂p

)

T

∂p

∂t
+

+ ρV

(
∂h

∂p

)

T

gradp =
∂p

∂t
+Vgradp+QV − divq

или

ρcp
∂T

∂t
+ ρcpVgradT = χ

∂p

∂t
+ χVgradp+QV − divq, (12)

где

χ = 1− ρ

(
∂h

∂p

)

T

. (13)

Воспользовавшись термодинамическими уравнениями Максвелла,
получим

χ = 1− ρ

[

−T
∂

∂T

(
1

ρ

)

p

+
1

ρ

]

= 1−
T

MΣ

(
∂MΣ

∂T

)

p

. (14)

Отсюда следует, что в частном случае совершенного газаMΣ = const,
χ = 1.

Далее рассмотрим случай совершенного газа. Граничные условия
задают невозмущенный набегающий поток

x = 0 : u = u0, v = 0, T = T0, p = p0, ρ = ρ0;
y = H : u = u0, v = 0, T = T0, p = p0, ρ = ρ0;

(15a)
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и неотражающие граничные условия на выходе из расчетной области

x = L :
∂u

∂x
=
∂v

∂x
=
∂T

∂x
=
∂ρ

∂x
= 0 . (15б)

Заметим, что при использовании криволинейной системы координат
граничные условия второго рода формулируются для изменения функ-
ций вдоль подходящей координаты.

На поверхности обтекаемого тела задаются условия прилипания

y = 0 : u = v = 0, T = Tw,
∂p

∂y
= 0 . (15в)

Для решения системы уравнений (1)–(4) воспользуемся методом
расщепления по физическим процессам: расчеты на каждом времен-
ном слое будем проводить в два этапа. На первом этапе интегрируются
уравнения неразрывности и движения, а на втором этапе — уравнение
сохранения энергии. При необходимости организуются дополнитель-
ные внутренние итерации между указанными двумя этапами.

Рассмотрим преобразование системы уравнений (1)–(4) для ее
интегрирования в произвольной криволинейной системе координат
ξ = ξ (x, y), η = η (x, y). Уравнения (1)–(3) представим в следующем
виде:

∂f

∂t
+
∂E

∂ξ
+
∂F

∂η
=
∂Ev
∂ξ
+
∂Fv
∂η
+H; (16)

f =
1

J




ρ
ρu
ρv



 ; (17)

E =
1

J




ρU

ρuU + ξxp
ρvU + ξyp



 ; (18)

F =
1

J




ρV

ρuV + ηxp
ρvV + ηyp



 ; (19)

Ev =
1

J ∙ Re




0

ξxτxx + ξyτxy
ξxτxy + ξyτyy



 ; (20)

Fv =
1

J ∙ Re




0

ηxτxx + ηyτxy
ηxτxy + ηyτyy



 ; (21)
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H = α











−
ρv

yJ
τxy

yJ ∙Re
−
ρuv

yJ

2μ

Re

[
∂

∂ξ

(
ξyv

yJ

)

+
∂

∂η

(
ηyv

yJ

)]

−
ρv2

yJ











, (22)

где U = ξxu+ ξyv; V = ηxu+ ηyv,

τxx = Jμ

{

2

[(
ξxu

J

)

ξ

+
(ηxu
J

)

η

]

−
2

3

[(
U

J

)

ξ

+

(
V

J

)

η

+ α
v

yJ

]}

;

τxy = Jμ

[(
U∗

J

)

ξ

+

(
V ∗

J

)

η

]

;

τyy = Jμ

{

2

[(
ξyv

J

)

ξ

+
(ηyv
J

)

η

]

−
2

3

[(
U

J

)

ξ

+

(
V

J

)

η

+ α
v

yJ

]}

;

U∗ = ξyu+ ξxv; V
∗ = ηyu+ ηxv;

α = 0— для плоского случая, α = 1— для осесимметричного случая;
ξ = ξ (x, y), η = η (x, y) — криволинейные координаты, однозначно
связанные с исходной декартовой системой координат; τxx, τxy, τyy —
компоненты тензора вязких напряжений.

Уравнения (16)–(22)записаны в безразмерном виде, Re= ρ0u0L0/μ0
— число Рейнольдса, L0 — характерный размер.

Однозначность преобразования систем координат гарантирует не-
равенство нулю якобиана преобразования

J = det

[
ξx ξy
ηx ηy

]

= ξxηy − ξyηx,

где ξx =
∂ξ

∂x
, ξy =

∂ξ

∂y
, ηx =

∂η

∂x
, ηy =

∂η

∂y
.

Напомним, что якобиан обратного преобразования

J−1 = det

[
xξ xη
yξ yη

]

= xξyη − yξxη

позволяет рассчитать площадь в физическом пространстве для ячейки,
заданной в расчетной области (для двумерного случая).

В преобразованиях систем координат весьма полезны соотношения

J =
1

J−1
, xξ =

ηy

J
, xη = −

ξy

J
, yξ = −

ηx

J
, yη =

ξx

J
.
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Уравнение сохранения энергии преобразуется к виду

ρ
cp

J

∂T

∂t
+ ρcp

U

J

∂T

∂ξ
+ ρcp

V

J

∂T

∂η
=

=
1

RePr
∂

∂ξ

[

λ

(
ξ2x + ξ

2
y

)

J

∂T

∂ξ

]

+
1

RePr
∂

∂η

[

λ

(
η2x + η

2
y

)

J

∂T

∂η

]

+

+
1

RePr
∂

∂ξ

[

λ
(ξxηx + ξyηy)

J

∂T

∂η

]

+
1

RePr
∂

∂η

[

λ
(ξxηx + ξyηy)

J

∂T

∂ξ

]

+

+ α
1

RePr
λ

yJ

(

ξy
∂T

∂ξ
+ ηy
∂T

∂η

)

+
QV

J
, (23)

где Pr =
μ0cp0
λ0

— число Прандтля.

Функция в правой части включает в себя следующие составляю-
щие:

QV

J
=
Qrad

J
+
Qp

J
+
Qμ

J
, (24)

где Qrad — объемная мощность тепловыделения, обусловленная ради-
ационными процессами (в рассматриваемом случае полагается равной
нулю); Qp — объемная мощность тепловыделения, обусловленная ра-
ботой сил давления;Qμ — объемная мощность тепловыделения дисси-
пативных процессов.

Два последних слагаемых представляются в виде

Qp

J
=

(
U

J

∂p

∂ξ
+
V

J

∂p

∂η

)
u20
cp0T0

; (25)

Qμ

J
= μJ

{

2

[(
ξxu

J

)

ξ

+

(
ηxu

J

)

η

]2
+ 2

[(
ξyv

J

)

ξ

+

(
ηyv

J

)

η

]2
+

+

[(
U∗

J

)

ξ

+

(
V ∗

J

)

η

]2
−
2

3

[(
U

J

)

ξ

+

(
V

J

)

η

+ α
v

yJ

]2
+

+ 2α

(
v

yJ

)2}
u20

Recp0T0
. (26)

Численный метод решения уравнений. Систему уравнений (16)
для газодинамического этапа решения задачи представим в виде

∂f

∂t
+
∂EV
∂ξ
+
∂FV
∂η
=
∂Eμ
∂ξ
+
∂Fμ
∂η
+H, (27)
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Рис. 1. Расчетная ячейка

или
∂f

∂t
+
∂U f

∂ξ
+
∂Ep
∂ξ
+
∂V f

∂η
+
∂Fp
∂η
=
∂Eμ
∂ξ
+
∂Fμ
∂η
+H, (28)

где

f =
1

J




ρ
ρu
ρv



 , Ep =
1

J




0
ξxp
ξyp



 , Fp =
1

J




0
ηxp
ηyp



 . (29)

Для численного интегрирования (28) используются некоторые ва-
рианты конечно-разностных схем AUSM-типа [6]. Сначала рассмотрим
исходный вариант AUSM-схемы.

Воспользуемся конечно-разностной сеткой

$ =
{
ξj, j = 1, 2, ..., NJ ; ηi, i = 1, 2, ..., NI ; τ = t

p+1 − tp,

p = 0, 1, 2, ...
}
, (30)

и уравнение (28)проинтегрируем по площади заштрихованной ячейки
(рис. 1).

Аппроксимация производных конвективных потоков через выде-
ленную ячейку задается в следующем виде:

∂U f

∂ξ
=
Sξi,j+1/2 − S

ξ
i,j−1/2

ξj+1/2 − ξj−1/2
; (31)

∂V f

∂η
=
Sηi+1/2,j − S

η
i−1/2,j

ηi+1/2 − ηi−1/2
, (32)

где
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Sξi,j+1/2 =
1

2

(
MUi,j+1/2 +

∣
∣MUi,j+1/2

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j

+

+
1

2

(
MUi,j+1/2 −

∣
∣MUi,j+1/2

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j+1

, (33)

Sξi,j−1/2 =
1

2

(
MUi,j−1/2 +

∣
∣MUi,j−1/2

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j−1

+

+
1

2

(
MUi,j−1/2 −

∣
∣MUi,j−1/2

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j

, (34)

Sηi+1/2,j =
1

2

(
MVi+1/2,j +

∣
∣MVi+1/2,j

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j

+

+
1

2

(
MVi+1/2,j −

∣
∣MVi+1/2,j

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i+1,j

, (35)

Sηi−1/2,j =
1

2

(
MVi−1/2,j +

∣
∣MVi−1/2,j

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i−1,j

+

+
1

2

(
MVi−1/2,j −

∣
∣MVi−1/2,j

∣
∣)



ρa/J
ρua/J
ρva/J





i,j

, (36)

MUi,j+1/2 =
(
MUi,j+1/2

)+
L
+
(
MUi,j+1/2

)−
R
, (37)

(
MUi,j+1/2

)+
L
=






1

4

(
MUi,j + 1

)2
при

∣
∣MUi,j

∣
∣ 6 1,

1

2

(
MUi,j +

∣
∣MUi,j

∣
∣) при

∣
∣MUi,j

∣
∣ > 1;

(38)

(
MUi,j+1/2

)−
R
=






−
1

4

(
MUi,j+1 − 1

)2
при

∣
∣MUi,j+1

∣
∣ 6 1,

1

2

(
MUi,j+1 −

∣
∣MUi,j+1

∣
∣) при

∣
∣MUi,j+1

∣
∣ > 1;

(39)
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MUi,j−1/2 =
(
MUi,j−1/2

)+
L
+
(
MUi,j−1/2

)−
R
; (40)

(
MUi,j−1/2

)+
L
=






1

4

(
MUi,j−1 + 1

)2
при

∣
∣MUi,j−1

∣
∣ 6 1,

1

2

(
MUi,j−1 +

∣
∣MUi,j−1

∣
∣) при

∣
∣MUi,j−1

∣
∣ > 1;

(41)

(
MUi,j−1/2

)−
R
=






−
1

4

(
MUi,j − 1

)2
при

∣
∣MUi,j

∣
∣ 6 1,

1

2

(
MUi,j −

∣
∣MUi,j

∣
∣) при

∣
∣MUi,j

∣
∣ > 1;

(42)

MUi,j =
Ui,j

ai,j
, ai,j =

√
γ
pi,j

ρi,j
. (43)

Конечно-разностные формулы для Sηi+1/2,j, S
η
i−1/2,j, M

V
i,j записыва-

ются аналогично.
Аппроксимация производных потоков импульса, обусловленного

действием давления, используется в виде

∂Ep
∂ξ
=
Sp,ξi,j+1/2 − S

p,ξ
i,j−1/2

ξj+1/2 − ξj−1/2
; (44)

∂Fp
∂η
=
Sp,ηi+1/2,j − S

p,η
i−1/2,j

ηi+1/2 − ηi−1/2
; (45)

Sp,ξi,j+1/2 = p
+
L




0
ξx/J
ξy/J





i,j

+ p−R




0
ξx/J
ξy/J





i,j+1

; (46)

p+L =






1

2
pi,j
(
1 +MUi,j

)
при

∣
∣MUi,j

∣
∣ 6 1,

1

2
pi,j

MUi,j+|MUi,j|
MUi,j

при
∣
∣MUi,j

∣
∣ > 1;

(47)

p−R =






1

2
pi,j+1

(
1−MUi,j+1

)
при

∣
∣MUi,j+1

∣
∣ 6 1,

1

2
pi,j+1

MUi,j+1−|MUi,j+1|
MUi,j+1

при
∣
∣MUi,j+1

∣
∣ > 1;

(48)

Sp,ξi,j−1/2 = p
+
L




0
ξx/J
ξy/J





i−1,j

+ p−R




0
ξx/J
ξy/J





i,j

; (49)

p+L =






1

2
pi,j−1

(
1 +MUi,j−1

)
при

∣
∣MUi,j−1

∣
∣ 6 1,

1

2
pi,j−1

MUi,j−1 +
∣
∣MUi,j−1

∣
∣

MUi,j−1
при

∣
∣MUi,j−1

∣
∣ > 1;

(50)
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p−R =






1

2
pi,j
(
1−MUi,j

)
при

∣
∣MUi,j

∣
∣ 6 1,

1

2
pi,j
MUi,j −

∣
∣MUi,j

∣
∣

MUi,j
при

∣
∣MUi,j

∣
∣ > 1.

(51)

В отдельных случаях (в зависимости от особенностей исследуемо-
го течения) удается улучшить качество получаемых численных реше-
ний, применяя алгоритмы ограничения счетных потоков на гранях эле-
ментарных конечно-разностных объемов. Например, для ограничения
возможных численных осцилляций величин MUij ,M

V
ij может быть ис-

пользован MUSCL-алгоритм сглаживания [8].
Если ввести обозначение U для любой из величинMUij ,M

V
ij , то

UR = Uj+1 −
1

4
[(1− κ)Δ1 + (1 + κ)Δ2]j+1 ; (52)

(Δ2)j = min mod [(Uj+1 − Uj) ; β (Uj − Uj−1)] ;
(Δ1)j = min mod [(Uj − Uj−1) ; β (Uj+1 − Uj)] ;

(53)

min mod (x, y) = sign(x) ∙max {0,min [x ∙ sign(y) ; y ∙ sign(x)]} ;
(54)

1 6 β 6
3− κ
1− κ

, κ =
1

3
.

По всей видимости, приоритет введения такой аппроксимации сле-
дует признать за работой Колгана [9], где она была сформулирована в
виде

UL = Uj +
1

2
min mod (Uj − Uj−1; Uj+1 − Uj) ; (55)

UR = Uj+1 −
1

2
min mod (Uj+1 − Uj; Uj+2 − Uj+1) ; (56)

min mod (a, b) =






a при (ab) > 0, |a| < |b| ,
b при (ab) > 0, |a| > |b| ,
0 при (ab) < 0.

(57)

Кроме возможного использования алгоритмов сглаживания, важ-
ным элементом вычислительной схемы является способ расчета ско-
рости звука, по которой определяется число Маха в разложениях вида
(37)–(51).Приведенные далее соотношения позволяют несколько сгла-
дить решения на сильных разрывах:

a
(1)
i,j+1/2 =

√
γ
pi,j+1/2

ρi,j+1/2
, (58)

где

pi,j+1/2 =
1

2
(pi,j + pi,j+1) , ρi,j+1/2 =

1

2
(ρi,j + ρi,j+1), (59)
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или

a
(2)
i,j+1/2 =

1

2
(ai,j + ai,j+1) . (60)

Конечно-разностная схема для уравнения сохранения энергии.
За основу возьмем уравнение сохранения энергии в следующем виде:

ρcp
1

J

∂T

∂t
+ ρcp

U

J

∂T

∂ξ
+ ρcp

V

J

∂T

∂η
= RT , (61)

где RT включает все слагаемые в правой части выражения (23).
Как уже отмечалось, в рассматриваемом случае уравнение сохра-

нения энергии будет интегрироваться в неконсервативном виде. Имея
в виду возможность использования излагаемого алгоритма для задач
сильного радиационно-конвективного взаимодействия, для численно-
го интегрирования (61) будет построена неявная конечно-разностная
схема. Рассмотрим несколько альтернативных схем.

Схема Т-1. Получим конечно-разностное соотношение для расчет-
ной ячейки, показанной на рис. 1. Ее объем равен

V oli,j =

ξj+1/2∫

ξj−1/2

dξ

ηj+1/2∫

ηj−1/2

dη =
(
ξj+1/2 − ξj−1/2

) (
ηj+1/2 − ηj−1/2

)
= piqj.

(62)
Тогда, используя интегро-интерполяционный метод [3], получим

Iξ =

ξj+1/2∫

ξj−1/2

ηj+1/2∫

ηj−1/2

{
ρcpU

J

∂T

∂ξ

}

dξdη =

= pi

[(
ρcpUT

J

)

i,j+1/2

−

(
ρcpUT

J

)

i,j−1/2

]

−piTi,j

ξj+1/2∫

ξj−1/2

∂

∂ξ

(
ρcpU

J

)

dξ

(63)

или

Iξ = pi

[

b+R

(
ρcp

J
T

)

i,j

+ b−R

(
ρcp

J
T

)

i,j+1

− b+L

(
ρcp

J
T

)

i,j−1

−

− b−L

(
ρcp

J
T

)

i,j

]

− piTi,j

[

b+R

(
ρcp

J

)

i,j

+

+ b−R

(
ρcp

J

)

i,j+1

− b+L

(
ρcp

J

)

i,j−1

− b−L

(
ρcp

J

)

i,j

]

=

18 ISSN 0236-3941.Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2005.№ 3



= pi

{

Ti,j

[

b+L

(
ρcp

J

)

i,j−1

− b−R

(
ρcp

J

)

i,j+1

]

+

+ Ti,j+1b
−
R

(
ρcp

J

)

i,j+1

− Ti,j−1b
+
L

(
ρcp

J

)

i,j−1

}

, (64)

где

b±R =
1

2

(
Ui,j+1/2 ±

∣
∣Ui,j+1/2

∣
∣) , b±L =

1

2

(
Ui,j−1/2 ±

∣
∣Ui,j−1/2

∣
∣) , (65)

Ui,j±1/2 =
1

2
(Ui,j + Ui,j±1). (66)

Интегрирование в направлении η производится аналогично. В итоге
получается 5-точечная конечно-разностная схема

Ai,jT
n+1
i−1,j+Bi,jT

n+1
i+1,j+ Āi,jT

n+1
i,j−1+ B̄i,jT

n+1
i,j+1−Ci,jT

n+1
i,j +Fi,j = 0, (67)

где

Ai,j =
a+L (ρcp/J)i−1,j

pi
+
a−h
p−i pi
, Bi,j = −

a−R (ρcp/J)i+1,j
pi

+
a+h
p+i pi
; (68)

Āi,j =
b+L (ρcp/J)i,j−1

qj
+
b−h
q−j qj
, B̄i,j = −

b−R (ρcp/J)i,j+1
qj

+
b+h
q+j qj
; (69)

Ci,j = Ai,j +Bi,j + Āi,jB̄i,j

(ρcp
J

)

i,j

1

τ
; (70)

a±R =
1

2

(
Vi+1/2,j ±

∣
∣Vi+1/2,j

∣
∣) , a±L =

1

2

(
Vi−1/2,j ±

∣
∣Vi−1/2,j

∣
∣) ; (71)

Vi,j±1/2 =
1

2
(Vi,j + Vi±1,j) ; (72)

Fi,j =
cp i,jρi,jT

n
i,j

Ji,jτ
+Qdis,i,j +Qp,i,j +Qα,i,j +Qxy,i,j +Qrad,i,j ; (73)

Qdis,i,j =
μi,jJi,j

Re

5∑

k=1

Q
(k)
dis,i,j ; (74)

Q
(1)
dis,i,j = 2

[(
ξx,i,j+1ui,j+1

Ji,j+1
−
ξx,i,j−1ui,j−1

Ji,j−1

)
1

2qj
+

+

(
ηx,i+1,jui+1,j

Ji+1,j
−
ηx,i−1,jui−1,j

Ji−1,j

)
1

2pi

]2
; (75)
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Q
(2)
dis,i,j = 2

[(
ξy,i,j+1vi,j+1

Ji,j+1
−
ξy,i,j−1vi,j−1

Ji,j−1

)
1

2qj
+

+

(
ηy,i+1,jvi+1,j

Ji+1,j
−
ηy,i−1,jvi−1,j

Ji−1,j

)
1

2pi

]2
; (76)

Q
(3)
dis,i,j = 2α

(
vi,j

yi,jJi,j

)2
; (77)

Q
(4)
dis,i,j =

[(
U∗i,j+1
Ji,j+1

−
U∗i,j−1
Ji,j−1

)
1

2qj
+

(
V ∗i+1,j
Ji+1,j

−
V ∗i−1,j
Ji−1,j

)
1

2pi

]2
; (78)

Q
(5)
dis,i,j = −

2

3

[(
Ui,j+1

Ji,j+1
−
Ui,j−1

Ji,j−1

)
1

2qj
+

+

(
Vi+1,j

Ji+1,j
−
Vi−1,j

Ji−1,j

)
1

2pi
+ α

vi,j

yi,jJi,j

]2
; (79)

Qp,i,j =

(

Ui,j
pi,j+1 − pi,j−1

2qj
+ Vi,j

pi+1,j − pi−1,j
2pi

)
1

Ji,j
; (80)

Qxy,i,j = 2ki,j
T s+1i+1,j+1 − T

s+1
i−1,j−1 + T

s+1
i−1,j+1 + T

s+1
i+1,j−1

4piqj
+

+
(ki,j+1 − ki,j−1)

(
T s+1i+1,j − T

s+1
i−1,j

)

4piqj
+

+
(ki+1,j − ki−1,j)

(
T s+1i,j+1 − T

s+1
i,j−1

)

4piqj
; (81)

Qα,i,j = α
λi,j

RePr

1

yi,jJi,j

[
ξy,i,j

(
T s+1i,j+1 − T

s+1
i,j−1

)

2qj
+
ηy,i,j

(
T s+1i+1,j − T

s+1
i−1,j

)

2pi

]

;

(82)

ki,j =
λi,j

RePr

(ξxηx + ξyηy)i,j
Ji,j

; (83)

a±h =
1

2
(ah,i,j + ah,i±1,j) ; b

±
h =

1

2
(bh,i,j + bh,i,j±1) ; (84)

ah =
λi,j

RePr

(
η2x + η

2
y

)
i,j

Ji,j
; bh =

λi,j

RePr

(
ξ2x + ξ

2
y

)
i,j

Ji,j
; (85)

p+i = ηi+1−ηi; p
−
i = ηi−ηi−1; q

+
j = ξj+1−ξj; q

−
j = ξj−ξj−1; (86)

Qrad,i,j = (divqrad)i,j
L0

ρ0u0cp,0Ji,j
, (87)
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где qrad — вектор плотности интегрального радиационного теплового
потока.

В данном случае при расчете функций Ui,j, Vi,j использовалась про-
цедура сглаживания локальных пульсаций скорости. Например, сгла-
женная функция Ui,j рассчитывалась по следующему алгоритму:

а) Δ+ = Ũi,j+1 − Ũi,j , Δ− = Ũi,j − Ũi,j−1;
б) если (Δ+Δ−) > 0, то Ui,j — не модифицируется;

в) если (Δ+Δ−) < 0, то Ui,j = (1− 2ω) Ũi,j + ω
(
Ũi,j−1 + Ũi,j+1

)
,

где ω ≤ 0,5, Ũi,j — значение сеточной функции, получаемой в резуль-
тате численного интегрирования уравнений движения.

Схема Т-2. Это простейшая противотоковая схема 1-го порядка,
при получении которой интегро-интерполяционным методом, функции
ρcpU/J и ρcpV /J полагаются постоянными в пределах элементарного
объема интегрирования, а их знак определяет способ расчета произ-
водных температуры. Пятиточечная конечно-разностная схема (67) в
этом случае имеет следующие коэффициенты:

Ai,j =
a+c
p−i
+
a−h
p−i pi
; Bi,j = −

a−c
p+i
+
a+h
p+i pi
; (88)

Āi,j =
b+c
q−j
+
b−h
q−j qj
; B̄i,j = −

b−c
q+j
+
b+h
q+j qj
; (89)

Ci,j =
cp,i,jρi,j

Ji,jτ
+ Ai,j +Bi,j + Āi,j + B̄i,j ; (90)

Fi,j =
cp,i,jρi,jT

n
i,j

Ji,jτ
+Qdis,i,j +Qp,i,j +Qα,i,j +Qxy,i,j +Qrad,i,j , (91)

где

a±c =
1

2
(ai,j ± |ai,j|) ; ai,j =

ρi,jcp,i,jUi,j

Ji,j
;

b±c =
1

2
(bi,j ± |bi,j|) ; bi,j =

ρi,jcp,i,jVi,j

Ji,j
.

Остальные функции такие же, как в схеме Т-1.
Схема Т-3. В этой схеме для расчета температурного поля исполь-

зуется AUSM-алгоритм. Здесь так же, как и в схеме Т-1, уравнение со-
хранения энергии преобразуется к виду

ρcp
∂T

∂t
+
∂

∂ξ

(

ρcp
U

J
T

)

+
∂

∂η

(

ρcp
V

J
T

)

−

− T
∂

∂ξ

(

ρcp
U

J

)

− T
∂

∂η

(

ρcp
V

J

)

= RT . (92)
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Интегрирование по объему расчетной ячейки дает

ρni,jc
n
p,i,j

T n+1i,j − T
n
i,j

τ
+

+
1

qj

[(

ρcp
U

J
T n+1

)

i,j+1/2

−

(

ρcp
U

J
T n+1

)

i,j−1/2

]

+

+
1

pi

[(

ρcp
V

J
T n+1

)

i+1/2,j

−

(

ρcp
V

J
T n+1

)

i−1/2,j

]

−

− T n+1i,j

1

qj

[(

ρcp
U

J

)

i,j+1/2

−

(

ρcp
U

J

)

i,j−1/2

]

−

− T n+1i,j

1

pi

[(

ρcp
V

J

)

i+1/2,j

−

(

ρcp
V

J

)

i−1/2,j

]

= RT,i,j . (93)

При расчете функций в круглых скобках используется
AUSM-аппроксимация. Например, для первого слагаемого

1

qj

(

ρcp
U

J
T n+1

)

i,j+1/2

= T n+1i,j

(
MUi,j+1/2

)+
(
ai,jρi,jcp,i,j

qjJi,j

)

+

+ T n+1i,j+1

(
MUi,j+1/2

)−
(
ai,j+1ρi,j+1cp,i,j+1

qjJi,j+1

)

, (94)

где
(
MUi,j+1/2

)±
=
1

2

(
MUi,j+1/2 ±

∣
∣
∣MUi,j+1/2

∣
∣
∣
)

, а функции MUi,j+1/2 рас-

считываются по соотношению (37).
Аналогично представляются остальные слагаемые в выражении (93).
Коэффициенты 5-точечной конечно-разностной схемы имеют сле-

дующий вид:

Ai,j =

(
MVi−1/2,j

)+

pi

(aρcp
J

)

i−1,j
+
a−h
p−i pi
;

Bi,j = −

(
MVi+1/2,j

)−

pi

(aρcp
J

)

i+1,j
+
a+h
p+i pi
;

Āi,j =

(
MUi,j−1/2

)+

qj

(aρcp
J

)

i,j−1
+
b−h
q−j qj
;

B̄i,j = −

(
MUi,j+1/2

)+

qj

(aρcp
J

)

i,j+1
+
b+h
q+j qj
,
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а остальные коэффициенты (Ci,j, Fi,j) и функции — такие же, как в
схеме Т-1.

В заключение изложения различных модификаций конечно-раз-
ностной схемы заметим, что результаты численных расчетов, пред-
ставленные в настоящей работе, получены с использованием схемы
T-1 для решения уравнения сохранения энергии, которая оказалась
наиболее эффективной в рассматриваемых условиях, а также AUSM
конечно-разностной схемы для решения уравнений движения без до-
полнительной модификации численных решений.

Результаты численного моделирования. Разработанный метод
тестировался сравнением с результатами расчета параметров ударного
слоя у сферы, обтекаемой сверхзвуковым потоком, представленны-
ми в работах [4, 10]. В качестве примера такого сравнения на рис. 2
показано распределение чисел Маха у поверхности сферы радиусом
R = 66 см вязким теплопроводным совершенным газом с показателем
адиабаты γ = 1,4 при следующих исходных данных: p∞ = 7,6 эрг/см3,
ρ∞ = 2,82 ∙ 10−8г/см3, MΣ = 29 г/моль, T∞ = 297K, V∞ = 1,035 ×
× 105см/с. Приведенные данные отвечают одной из наиболее грубых
из использованных расчетных сеток (NI = 55×NJ = 101, где NI —
число узлов по нормальной к поверхности переменной (η)). Поэтому
точность расчетов газодинамических функций у обтекаемой сферы,
в особенности вблизи боковой и задней поверхности, является здесь
весьма низкой. Тем не менее, приведенные на рис. 2 данные свидетель-

Рис. 2. Изолинии числа Маха при M = 3, γ = 1,4 вблизи поверхности сферы;
кружками показаны результаты расчета [10] для положения ударной волны; x и
y в см

ISSN 0236-3941.Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2005.№ 3 23



ствуют о правильном предсказании формы ударной волны и основных
элементов течения вблизи лобовой поверхности (развивающийся по-
граничный слой, местоположение звуковой линии).

На рис. 3 показано распределение скорости u (рис. 3,а), температу-
ры (рис. 3,б) и давления (рис. 3,в) вдоль передней критической линии
тока при различных числах Маха набегающего потока. Маркеры на ли-
ниях отвечают реальному местоположению значений сеточных функ-
ций. Для одного из вариантов (M = 10) сетка измельчалась в 2 раза.
Последствия этого хорошо видны на рис. 3,а и рис. 3,б. При улучше-
нии сетки наблюдается некоторое увеличение отхода ударной волны от
поверхности тела и температуры в сжатом слое. На рис. 3,б показаны
результаты расчета обтекания сферы при M = 20 и разных условиях
теплообмена у поверхности сферы — охлаждаемой и теплоизолиро-
ванной стенки. В случае теплоизолированной стенки толщина ударно-

Рис. 3. Распределение продольной скорости U =
u

V∞
(а), температуры Т , K (б) и

давления P =
p

ρ∞V 2∞
(в) вдоль передней критической линии тока от поверхно-

сти сферы (слева) до границы расчетной области вверх по потоку (справа) для
разных чисел Маха; х в см
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го слоя увеличивается примерно на 1см. Однако следует иметь в виду,
что в целом температура сжатого слоя при M = 20 получается завы-
шенной в силу использования предположения о совершенном газе. В
действительности при таких скоростях движения уже заметно проявля-
ются реальные свойства газа.

Далее проанализированы результаты расчетов при тех же исходных
данных, но с уменьшенным показателем адиабаты γ = 1,2. В данной
серии расчетов скорость набегающего потока V∞ изменялась в преде-
лах 0,96 ∙ 105 . . . 3,2 ∙ 105см/с, что обеспечивало диапазон чисел Маха
M = 3 . . . 10 и чисел Рейнольдса Re = 975 . . . 3250. Показатель адиа-
баты задавался отличным от обычно используемого значения γ = 1,4 с
целью получить температуру в ударном слое, не сильно отличающую-
ся от той, которая получается для модели реального газа при больших
скоростях. Также представляет интерес сравнение расчетных данных
при двух указанных показателях адиабаты.

Расчеты проводились с использованием различных конечно-раз-
ностных сеток: NI = 51×NJ = 101; 101× 201; 201× 401 (рис. 4). Из
рисунка хорошо видна степень сгущения узлов сетки вблизи поверхно-
сти. При построении этой сетки применялись аналитические методы,
подробно изложенные в работе [11].

Сравнение результатов расчетов распределения давления и конвек-
тивных тепловых потоков по поверхности сферы от передней до зад-
ней критической линии тока показаны на рис. 5 и 6 (M = 3) и 10 со-
ответственно. Из приведенных данных можно сделать заключение об
удовлетворительной сходимости результатов при варьировании числа
узлов сетки. Подтвержден также очевидный факт о большой чувстви-
тельности результатов расчета конвективных потоков от степени по-
дробности сетки по нормали к поверхности. Расходимость результа-
тов расчетов конвективных тепловых потоков, показанная на рис. 5,б,
находится в прямом соответствии с качеством использованных сеток.
Вблизи лобовой поверхности сферы конфигурации трех использован-
ных сеток были близки, что дало практически одинаковые результаты.
В задней полусфере сетки заметно различались, что и явилось причи-
ной расхождения плотностей конвективных тепловых потоков.

В расчетах использовались следующие соотношения для коэффи-
циентов вязкости и теплопроводности:

μ = 1,458× 10−5T 1,5
1

110,4 + T
,

г
см ∙ с

;

λ = μ
γR0

(γ − 1)M
1

Pr0
,

где Pr0 = 0,72.
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Рис. 4. Конечно-разностные сетки во всей расчетной области (а, в, д) и вблизи
сферы (б, г, е):
а, б — сетка 51× 101; в, г — 101× 201; д, е — 201× 401

Полное представление о поле течения у сферы при M = 3 можно
получить, анализируя расчетные данные, показанные на рис. 7–11.Ка-
ждый из указанных рисунков состоит из двух частей. Первая часть (а)
показывает распределение газодинамических функций во всей области
течения, а вторая (б) — вблизи лобовой поверхности сферы. На этих ри-
сунках показаны изолинии чисел Маха (рис. 7), давления (рис. 8), тем-
пературы (рис. 9), продольной u (рис. 10)и поперечной v (рис. 11)ско-
ростей. Сравнивая указанные распределения, легко идентифицировать
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Рис. 5. Распределение давления, эрг/см3, (а) и плотности конвективного тепло-
вого потока, Вт/см2, (б) вдоль поверхности сферы для разных расчетных сеток
при M = 3:
1 — сетка 51× 101; 2 — 101× 201; 3 — 201× 401

основные элементы течения вблизи сферы: головную ударную (А) вол-
ну и сжатый слой (Б), звуковую линию у лобовой поверхности (В), веер
волн разрежения (Г) и область донного течения (Д), свободный погра-
ничный слой (Е), след (Ж), горло следа (З) и вязкое ядро следа (И).

Из рис. 7 и 10хорошо видно вихревое движение в окрестности зад-
ней полусферы. Отчетливо видна также зона пограничного слоя вдоль
лобовой и боковой поверхностей, вплоть до точки отрыва. Распределе-
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Рис. 6. Распределение давления, эрг/см3, (а) и плотности конвективного тепло-
вого потока, Вт/см2, (б) вдоль поверхности сферы для разных расчетных сеток
при M = 10:
1 — сетка 51× 101; 2 — 101× 201; 3 — 201× 401

ние газодинамических функций вдоль задней критической линии при
M = 3 показаны на рис. 12. Из распределения числа Маха (рис. 12,а)
видно, что в области возвратного движения M = 0,8. В точке с коорди-
натами x = 280 см M = 0. В этой точке продольная скорость меняет
свое направление (см. рис. 12,б). Приведенные данные свидетельству-
ют о хорошей сходимости результатов распределений функций вдоль
задней критической линии при измельчении сетки. На рис. 12,в и г
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Рис. 11.Распределение радиальной скорости (v/V∞) при M = 3 во всей расчет-
ной области (а) и вблизи поверхности сферы (б); х и y в см

показано распределение давления и температуры. Локальное разреже-
ние сразу за сферой отвечает области вихревого движения. В окрестно-
сти задней критической линии тока температура возрастает до 356 K.
Следствием локального сжатия газа на некотором расстоянии от сферы
является возрастание температуры до 385 K. Указанное сжатие газа и
его нагрев обусловлены сходящимся к оси симметрии течением в сво-
бодном пограничном слое.

В заключение отметим, что полученные численные результаты тща-
тельно тестировались путем сопоставления с ранее опубликованными
данными, а сам метод решения двумерных задач аэротермодинамики
был успешно использован при решении задач неравновесной аэро-
физики применительно к спуску космических аппаратов в атмосфере
Марса. Анализ ряда альтернативных методов решения задач рассма-
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Рис. 12.Распределение числа Маха (а), осевой скорости U = u/V∞ (б), давления
P = p/(ρ∞V

2
∞) (в) и температуры Т, K (г) вдоль задней критической линии тока

от поверхности сферы (левая граница оси абсцисс) до конца расчетной области
в следе (правая граница):
1 — сетка 51× 101, 2 — 101× 201, 3 — 201× 401; х в см

триваемого класса [1] приводит к выводу о высокой вычислительной
эффективности данного метода, что позволяет рекомендовать его для
решения практически важных задач аэротермодинамики.

Работа выполнена в рамках гранта РФФИ № 04-01-00237.
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