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ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОГИДРАВЛИЧЕС-
КОГО СЛЕДЯЩЕГО ПРИВОДА С НЕОПРЕДЕЛЕН-
НЫМИ И НЕСТАЦИОНАРНЫМИ НАГРУЗКАМИ
НА ВЫХОДНОЕ ЗВЕНО

Рассмотрена задача выбора структуры и параметров электроги-
дравлического следящего привода с оптимальными динамическими
характеристиками в условиях неопределенности и нестационарно-
сти нагрузки, действующей на выходное звено. Построена эталон-
ная линейная модель привода. Нелинейная математическая модель
следящего привода составлена для двух видов гидроцилиндра: сим-
метричного и дифференциального. При анализе устойчивости элек-
трогидравлического следящего привода проведена оценка влияния
изменения нагрузки на его выходное звено. Подготовлена методи-
ка проектирования робастного в отношении нагрузки на выходное
звено привода.

Эталонная модель ЭГСП. Задачу оптимального управления ли-
нейными механическими системами достаточно эффективно можно
решить численными методами [1]. В случае нелинейных систем с не-
стабильными параметрами задача оптимального управления усложня-
ется и требует дополнительных исследований [2, 3]. К таким систе-
мам относятся электрогидравлические следящие приводы (ЭГСП) с
дроссельным регулированием, широко применяемые для управления
различными техническими объектами. Методы управления, исполь-
зующие эталонную модель, дают возможность уменьшить чувстви-
тельность системы к внутренним параметрическим возмущениям и
обеспечить компенсацию нелинейностей при оптимальном управле-
нии на конечном интервале времени [4]. В дополнение к этим методам,
эталонная модель применяется для синтеза структуры и параметров
ЭГСП с учетом нелинейности и неопределенности его характеристик.
Выбор эталонной модели ЭГСП зависит от требований, предъявля-
емых к времени переходного процесса, максимальной динамической
ошибке и др. Электрогидравлический следящий привод, для которого
необходимо найти эталонную модель, состоит из гидроцилиндра (ГЦ)
с равными значениями рабочих площадей в полостях (симметричной
ГЦ), электрогидравлического усилителя (ЭГУ) и датчика перемещения
(рис. 1). Математическое описание динамических процессов в таком
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Рис. 1. Схема ЭГСП с обратной связью по перемещению штока гидроцилиндра

ЭГСП можно представить следующими уравнениями [5]:

dpн

dt
=
2Bж

V0

(

Qз − Fц
dy

dt

)

; Fцpн = m
d2y

dt2
+ ктр

dy

dt
+ Pf,

где pн = p1 − p2 — вызванная действием нагрузки разность давлений
в полостях ГЦ; Вж —- модуль объемной упругости жидкости; V0 —
объем жидкости в одной полости ГЦ при среднем положении поршня;
Qз — расход жидкости через распределительный золотник ЭГУ; Fц —
рабочая площадь поршня ГЦ; у — перемещение штока ГЦ; m — сумма
масс поршня, штока ГЦ и приведенной к штоку массы управляемой
нагрузки; ктp — коэффициент вязкого трения; Pf — внешняя сила.

Из этих уравнений, если далее не учитывать влияние pн на Qз,
нетрудно получить передаточную функцию нагруженного ГЦ:

W =
у

Qз −КysPf
=

1

Fцs(T 2ц s
2 + 2ςцTцs+ 1)

,

где Tц =

√
mV0

2F 2цВж
— механическая постоянная времени ГЦ; ςц =

=
ктpV0

4F 2цВжTц
— коэффициент относительного демпфирования; Кy =

=
V0

2FцВж
— коэффициент; s =

d

dt
.

Передаточная функция обмотки управления электромеханического
преобразователя (ЭМП), которая подключена к электронному усили-
телю (ЭУ), имеет вид [5]

Wiu =
iy

uyc
=

Kiu

Tys+ 1
,

а передаточную функцию ЭГУ часто записывают как

WЭГУ =
Qз

iу
=

KQi

T 2ЭГУs
2 + 2ςЭГУТЭГУs+ 1

,

здесь uус — напряжение на выходе ЭУ; Ty =
Ly

Ry +Rвых
— постоянная
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времени обмотки управления; Rу, Lу и iу — сопротивление, индук-
тивность и ток обмоток управления; Rвых — активное сопротивление

выходного канала ЭУ; TЭГУ =
1

ωЭГУ
— постоянная времени ЭГУ; ωЭГУ

и ςЭГУ — собственная частота и коэффициент демпфирования ЭГУ;

Кiu =
1

Ry +Rвых
— коэффициент передачи обмотки управления; КQi

— коэффициент передачи ЭГУ.
Для компьютерного моделирования ЭГСП с помощью приведен-

ных передаточных функций построена структурная схема (рис. 2, а).
При моделировании определяли переходную и частотную характери-
стики замкнутого контура ЭГСП с параметрами: Qзmax = 5 ∙ 10−4 м3/с;
рпmax = 15МПа; уmax = 1,85м; Fц = 4∙10−3 м2; V0 = 3,7∙10−3 м3;
Rу = 140Ом; Rвых = 1000Ом; Iу max = 20мA; Lу = 0,44Гн; ωЭГУ =
= 578 рад/с; ςЭГУ = 3,3; m = 2000 кг; ктр = 1,06∙105Нс/м; Вж =
= 1250МПа; Рсл = 0; КQi = 0,3; Кус = 3,8; Кu = 0,25; Кос = 8,11В/м
— коэффициент обратной связи.

Рис. 2. Структурная схема ЭГСП:
а — с обратной связью по перемещению штока гидроцилиндра; б — с обратными
связями по переменным состояния
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Рис. 3. Переходные и частотные характеристики замкнутого контура ЭГСП:
а — с обратной связью по перемещению гидроцилиндра; б — с обратными связями
по переменным состояния

Из переходной и частотной характеристик ЭГСП следует, что необ-
ходимо уменьшить время установления процесса (рис. 3, а). Для это-
го достаточно увеличить коэффициент усиления Кус. Однако суще-
ственное увеличение коэффициента усиления ограничено условием
устойчивости, в связи с чем была рассмотрена задача оптимального
управления ЭГСП с применением регуляторов переменных состоя-
ния. Решение получено с помощью уравнения Риккати и уравнения
управления системой [4, 6]:

PA+ Aт P− PBR− 1 Bт P+ Q = 0; u = − Kх,

где K = R−1 Bт P — матрица коэффициентов регуляторов перемен-
ных состояния; P — неотрицательная определенная симметричная
матрица; Q и R — положительно определенные симметричные весо-
вые матрицы. В данном случае матрица Q = I — единичная матрица и

R−1 =
1

r
, где r = 3 — весовой коэффициент.

Корректирующие устройства можно спроектировать на основе по-
исковых методов оптимизации.

Стандартная форма уравнений состояния линейной стационарной
непрерывной системы имеет вид:

dx(t)
dt
= Aх(t) + Bu(t);

y(t) = Cx(t),
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где
dx(t)
dt

— производная по времени от вектора x(t) состояния раз-

мерности (n × 1); A — матрица коэффициентов системы (n × n); B —
матрица входа (n × m); С — матрица выхода (r × n); u(t) — вектор
входа размерности (m× 1); y(t) — вектор выхода размерности (r× 1).

После определения коэффициентов регуляторов состояния постро-
ена структурная схема ЭГСП (рис. 2, б). Из схемы видно, что исполь-
зовались только три переменных состояния: перемещение, скорость
и ускорение штока ГЦ. Это допустимо при частоте пропускаемого
сигнала ЭГУ, в 5. . . 10 раз превышающей собственную частоту ГЦ.
Переходные и частотные характеристики, вычисленные с помощью
структурной схемы ЭГСП, приведены на рис. 3, б. Переходные харак-
теристики показывают, что быстродействие ЭГСП значительно увели-
чилось.

Оценка влияния переменной нагрузки на выходное звено ЭГСП
проведена в соответствии с алгоритмом (рис. 4). В этой блок-схеме не-
определенную модель ЭГСП описывают следующие уравнения [2, 3]:

dx
dt
= (A+Δ A)x(t) + Bu(t);

y(t) = Cx(t),

где Δ — диапазон неопределенности при изменении нагрузки на вы-
ходное звено ЭГСП в пределах ±25%.

Рис. 4. Блок-схема программы оценки влияния переменной нагрузки на выход-
ное звено ЭГСП
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Рис. 5. Переходные и частотные характеристики замкнутого контура ЭГСП при
разной нагрузке на его выходное звено

В результате вычислены переходные и частотные характеристики
выбранной модели ЭГСП, которые подтверждают, что динамические
характеристики модели не изменяются, когда меняется нагрузка на
выходное звено ЭГСП (рис. 5). Для дальнейшего исследования струк-
турную схему (см. рис. 2, б) эталонной модели оптимального ЭГСП
можно представить как в форме “вход-выход”:

у
u
=

=
5,16∙1012

53s5+3,395∙105s4+5,417∙108s3+4,77∙1010s2+4,191∙1012s+4,526∙1013
,

так и в переменных состояния

dxe(t)
dt

= Aeхe(t) + Beu(t);

y(t) = Ce xe(t),
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где Ае , Ве , и Се — матрицы коэффициентов входа и выхода эталонной
модели,

Ae =














−6406 −2495 −429,1 −147,3 −49,7

409 0 0 0 0

0 512 0 0 0

0 0 250 0 0

0 0 0 0 0














;

Be =














2

0

0

0

0














; Ce = [0 0 0 0 3,048] .

Синтез оптимального ЭГСП с учетом нелинейности его харак-
теристик. Проблема синтеза реального ЭГСП усложняется из-за на-
личия нелинейностей, которые влияют на устойчивость и качество
управления ЭГСП, особенно при изменении нагрузки на выходное
звено. Необходимо, кроме того, учитывать возможное различие в кон-
струкции ЭГСП вследствие использования симметричного и диффе-
ренциального ГЦ.

ЭГСП с симметричным гидроцилиндром. Дифференциальные
уравнения ЭГСП с учетом нелинейности расходно-перепадной харак-
теристики в случае симметричного гидроцилиндра можно представить
в виде [5, 8]

d2y

dt2
= Fц

m
pн −

ктр

m
dy
dt
− Pf

m
;
dpн

dt
=
2Bж

V0

(
Qз − Fц

dy

dt
− Cypн

)
;

Qз = к ′зxз

√
pп − pн sign(xз);

d2xз

dt2
= −ω2ЭГУxз − 2ςЭГУωЭГУ

dxз

dt
+Кхuω2ЭГУu,

где Сy — коэффициент утечки в гидроцилиндре; Кxu = КQi ∙Кiu ∙КxQ
— коэффициент; КхQ =

xз max

Qз max
.

По этим уравнениям вычислены переходные характеристики, при-
веденные на рис. 6, а, где видны слабо затухающие колебания, что сви-
детельствует о близости к границе устойчивости нелинейного ЭГСП

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2007. № 1 105



Рис. 6. Переходные характеристики нелинейного ЭГСП в случае симметрично-
го гидроцилиндра:
а — без регулятора; б — с эталонной моделью и регулятором

без дополнительного регулятора. Вследствие чего задача устойчиво-
сти была решена вторым методом Ляпунова. Одновременно для рас-
чета коэффициентов регулятора была использована эталонная модель,
которая принята в системе управления ЭГСП с нелинейными характе-
ристиками, чтобы обеспечивать переходные характеристики, близкие
к эталонной модели. Приведенные нелинейные уравнения преобразо-
ваны следующим образом:

x1 = y, x2 = ẏ, x3 = pн, x4 = xз, x5 = ẋ4;

ẋ1 = x2; ẋ2 =
Fц

m
x3 −

ктр

m
x2 −

Pf

m
; ẋ3 =

2Bж

V0
(Qз − Fцx2 − Cyx3);

Qз = к ′зx4
√
pп − х3sign(x4); ẋ4 = x5;

ẋ5 = −ω2ЭГУx4 − 2ςЭГУωЭГУx5 +Кхuω2ЭГУu.

Используя эти уравнения, можно найти функцию Ляпунова, запи-
санную для ошибки ei между переменами xi состояния реальной си-
стемы и переменами xei состояния эталонной модели. Предварительно
полезно построить структурную схему реальной системы ЭГСП и эта-
лонной модели вместе (рис. 7). Согласно этой схеме получается сигнал
ошибки, в соответствии с которой регулятор обеспечивает выполнение
критерия [4, 9]

lim
t→∞

ei(t) = 0

при ei = xi − xei, где i = 1 . . . 5.
Функцию Ляпунова выбирают в форме, используемой в критерии

оптимизации.

При i = 1 V1 =
1

2
e21; V1 > 0, когда e1 6= 0. Для устойчивости
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Рис. 7. Структурная схема нелинейного ЭГСП с эталонной моделью и регуля-
тором

исследуемой системы необходимо, чтобы выполнялось неравенство
dV1

dt
< 0, причем

dV1

dt
=
∂e1

∂x1
∙
dx1

dt
=
∂e1

∂x1
∙ e1,

где
dx1

dt
= f(e1),

V̇1 = e1ė1 = e1(ẋ1 − ẋe1)

при ẋ1 = x2 = ẋe1 −K1e1,

V̇1 = −K1e
2
1 ≤ 0,

ẋe1 = x2 +K1e1. (1)

При i = 2

V2 = V1 +
1

2
e22 ⇒ V̇2 = V̇1 + e2ė2 = V̇1 + e2(ẋ2 − ẋe2),

когда

х̇е2 =
Fц

m
x3 −

ктр

m
x2 −

Pf

m
+K2е2, (2)

V̇2 = −K1e
2
1 −K2e

2
2 ≤ 0.

При i = 3

V3 = V2 +
1

2
e23 ⇒ V̇3 = V̇2 + e3ė3 = V̇2 + e3(ẋ3 − ẋе3),

когда

ẋе3 =
2Bж

Vt
(Qз(x3, x4)− Fцx2 + Cyx3) +K3e3, (3)

V̇3 = −K1e
2
1 −K2e

2
2 −K3e

2
3 ≤ 0.
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При i = 4

V4 = V3 +
1

2
e24 ⇒ V̇4 = V̇3 + e4ė4 = V̇3 + e4(ẋ4 − ẋe4),

когда
ẋe4 = x5 +K4e4, (4)

V̇4 = −K1e
2
1 −K2e

2
2 −K3e

2
3 −K4e

2
4 ≤ 0.

При i = 5

V5 = V4 +
1

2
e25 ⇒ V̇5 = V̇4 + e5ė5 = V̇ 4 + e5(ẋ5 − ẋе5),

когда
ẋе5 = Кxuω

2
ЭГУu− ω

2
ЭГУx4 − 2ςЭГУωЭГУx5 +K5e5, (5)

V̇5 = −K1e
2
1 −K2e

2
2 −K3e

2
3 −K4e

2
4 −K5e

2
5 ≤ 0.

Если законы управления, соответствующие уравнениям (1)–(5),
придают производным отрицательные или тождественно равные нулю
значения, то невозмущенное движение устойчиво.

Чтобы определить коэффициенты Кi(i = 1, 2, 3, 4, 5) регулято-
ра, необходимо с помощью эталонной модели определить алгоритм
настройки матрицы Кi, воспользовавшись уравнениями (1)–(5) [4, 7].
При этом

ė(t) = Aee(t) + BeΘ(t)Σ(t), (6)

где Θ(t) = (Φ(t),Ψ(t)) — расширенная матрица отклонений настра-
иваемых коэффициентов от их первоначальных значений; Σ(t) =

=

[
x(t)

y(t) + Kx(t)

]

— вектор измеряемых переменных.

Алгоритм адаптации выбирается в следующем виде [4]:

Θ̇ = −ΓBт
eHEΣт(t), Γ = Γт > 0, (7)

тогда функция V будет удовлетворять условиям V > 0, V̇ < 0. Послед-
нее утверждение следует из матрицы Ае , для которой в силу теоремы
Ляпунова существует H = Hт > 0, удовлетворяющее матричному
уравнению

Aт
e H+ HAe = − Q, Q = Qт > 0. (8)

В результате решения уравнений (6)–(8) были вычислены коэффици-
енты регулятора, построена структурная схема; путем компьютерного
моделирования получены переходные характеристики при действии
различных нагрузок на выходное звено ЭГСП (см. рис. 6, б). Из рисун-
ка следует, что переходные характеристики практически не меняются
при различных нагрузках на выходное звено.

ЭГСП с дифференциальным гидроцилиндром. Математическую мо-
дель таких ЭГСП можно представить следующими нелинейными диф-
ференциальными уравнениями:
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при хз > 0 − выдвижение штока ГЦ :

d2y

dt2
=
F1

m
p1 −

F2

m
p2 −

ктр

m

dy

dt
−
Pf

m
;

dp1

dt
=

Bж

F1y + V01

(
−F1

dy

dt
+ к ′зxз

√
|pп − p1|sign(pп − p1)−

−Cy(p1 − p2)
)
;

dp2

dt
=

Bж

F2(L− y) + V02

(
F2
dy

dt
− к ′зxз

√
|p2|sign(p2)+

+Cy(p2 − p1)
)
;

d2xз

dt2
= −ω2ЭГУxз − 2ςЭГУωЭГУ

dxз

dt
+Кхuω2ЭГУu,

при хз < 0 − втягивание штока ГЦ :

d2y

dt2
= −

F1

m
p1 +

F2

m
p2 −

ктр

m

dy

dt
+
Pf

m
;

dp2

dt
=

Bж

F2y + V02

(
−F2

dy

dt
+ к ′зxз

√
|pп − p2|sign(pп − p2)− Cy(p2 − p1)

)
;

dp1

dt
=

Bж

F1(L− y) + V01

(
F1
dy

dt
− к ′зxз

√
|p1|sign(p1) + Cy(p2 − p1)

)
;

d2xз

dt2
= −ω2ЭГУxз − 2ςЭГУωЭГУ

dxз

dt
+Кхuω2ЭГУu.

Рассчитанные по этим уравнениям переходные характеристики
показывают, что во втором случае процесс близок неустойчивому
(рис. 8, а). Нелинейную модель можно применить для определения
функции Ляпунова для каждого из рассмотренных двух случаев, когда
x1 = y, x2 = ẏ, x3 = p1, x4 = p2, x5 = xз, х6 = х̇3.

Соответственно имеем:

при хз < 0

ẋе1 = x2 +K1e1;

ẋе2 = −
F1

m
p1 +

F2

m
p2 −

ктр

m

dy

dt
+
Pf

m
+K2e2;

ẋе3 =
Bж

F1(L− y) + V01

(
F1
dy

dt
− к ′зxз

√
|p1|sign(p1)+

+ Cy(p2 − p1)
)
+K3e3;
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Рис. 8. Переходные характеристики нелинейного ЭГСП в случае дифференци-
ального гидроцилиндра:
а и б — см. рис. 6

ẋе4 =
Bж

F2y + V02

(
−F2

dy

dt
+ к ′зxз

√
|pп − p2|sign(pп − p2)−

− Cy(p2 − p1)
)
+K4e4;

ẋе5 = x6 +K5e5;

ẋе6 = −ω
2
ЭГУxз − 2ςЭГУωЭГУ

dxз

dt
+ ω2ЭГУu;

u =
1

Кхuω2ЭГУ

(ẋе6 + ω
2
ЭГУxe5 + 2ςЭГУωЭГУxe6);

при хз > 0

ẋе1 = x2 +K1e1;

ẋе2 =
F1

m
p1 −

F2

m
p2 −

ктр

m

dy

dt
−
Pf

m
+K2e2;

ẋе3 =
Bж

F1y + V01

(
−F1

dy

dt
+ к ′зxз

√
|pп − p1|sign(pп − p1)−

− Cy(p1 − p2)
)
+K3e3;
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ẋе4 =
Bж

F2(L− y) + V02

(
F2
dy

dt
− к ′зxз

√
|p2|sign(p2)+

+ Cy(p1 − p2)
)
+K4e4;

ẋе5 = x6 +K5e5;

ẋе6 = −ω
2
ЭГУxз − 2ςЭГУωЭГУ

dxз

dt
+ ω2ЭГУu;

u =
1

Кхuω2ЭГУ

(ẋе6 + ω
2
ЭГУxe5 + 2ςЭГУωЭГУxe6).

Коэффициенты регуляторов при хз > 0 и хз < 0 определяются так
же, как в случае ЭГСП с симметричным гидроцилиндром. После вы-
числения коэффициентов регуляторов для каждого случая проведено
компьютерное моделирование ЭГСП при выдвижении и втягивании
штока ГЦ с различными нагрузками на его выходное звено. Результа-
ты моделирования приведены на рис. 8, б.

Выводы. 1. Оптимальной с точки зрения робастности ЭГСП в от-
ношении нагрузки на выходное звено является структурная схема ли-
нейной модели, в которой предусмотрены обратные связи по трем
переменным состояния: перемещению, скорости и ускорению штока
гидроцилиндра.

2. Синтез структуры и параметров ЭГСП с учетом нелинейности
характеристик целесообразно проводить, используя в качестве эталон-
ной предварительно оптимизированную линейную модель ЭГСП.

3. Выполненные исследования показывают, что при решении зада-
чи синтеза ЭГСП как нелинейной системы управления целесообразно
применять второй метод Ляпунова.
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