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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
ОБОЛОЧКИ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННОЙ
ЖИДКОСТЬЮ, ВЫТЕКАЮЩЕЙ ЧЕРЕЗ
ЗАБОРНОЕ УСТРОЙСТВО

Рассмотрена задача о малых осесимметричных колебаниях тонко-
стенной оболочки вращения, частично наполненной несжимаемой
идеальной жидкостью, вытекающей через заборное устройство.
Подобная задача актуальна при исследовании продольных колеба-
ний ракеты с жидкостным ракетным двигателем.

Рассмотрим предлагаемую задачу в линейной казистационарной
постановке. Колебания оболочки с жидкостью без учета эффекта вы-
текания жидкости через заборное устройство ранее рассматривались
в работах А.А. Пожалостина [1–3].

Заборное устройство — основной элемент топливного бака ракеты
с жидкостным ракетным двигателем (ЖРД). Требования, предъявляе-
мые к таким устройствам, заключаются в обеспечении равномерного
понижения уровня компонентов топлива для создания непрерывной
подачи топлива без нарушения сплошности потока.

По числу выводов расходных магистралей из днищ заборные
устройства подразделяются на одноточечные и многоточечные [4].
В конструкциях топливных баков современных ракетоносителей все
большее применение находят многоточечные заборные устройства,
состоящие из перфорированных пластин и желобов.

Постановка задачи. Бак с топливом представляет собой один из
основных конструктивных элементов устройства. Динамические ха-
рактеристики бака с жидкостью — собственные частоты и формы ко-
лебаний — исключительно важны при определении форм и частот
продольных колебаний корпуса ракеты, а значения этих характери-
стик позволяют определить входные параметры магистрали системы
подачи.

Рассматриваемый в настоящей работе топливный бак представляет
собой конструкцию, состоящую из упругой оболочки и частично пер-
форированного жесткого днища, имитирующего заборное устройство.

Пусть бак частично заполнен идеальной жидкостью и жестко за-
щемлен по периметру стыковочного шпангоута, соединяющего обе-
чайку с днищем. Рассмотрим малые свободные осесимметричные ко-
лебания топливного бака с жидкостью относительно некоторого не-
возмущенного состояния.

Невозмущенное состояние. Введем систему координат Ox1x2x3
с осями Ox1, Ox2, совпадающими с плоскостью невозмущенной сво-
бодной поверхности Г0.

За невозмущенное состояние принимается установившееся движе-
ние жидкого топлива, характеризуемое средней постоянной скоростью
опускания V0 невозмущенной свободной поверхности Г0 и средней по-
стоянной скоростью V 0Σ на поверхности слива Σ. Под поверхностью
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слива Σ подразумевается плоская поверхность перфорированной пла-
стины заборного устройства. Будем считать, что невозмущенное дви-
жение жидкости описывается величинами, для которых выполняются
следующие уравнения:

V0SГ0 = V
0
ΣSΣ, (1)

— уравнение расхода, где SГ0 — площадь поперечного сечения бака
плоскостью, совпадающей с плоскостью Г0; SΣ — площадь поверхно-
сти слива;

p0(x3) = pн − gρx3 (2)

— основной закон гидростатики, где pн — постоянное давление надду-
ва, ρ — плотность жидкости;

p01(−H)− p
0
2(−H) = ξρ

(V 0Σ)
2

2
(3)

— уравнение для перепада давления на пластине заборного устройства,
где H — глубина жидкости в системе координат Ox1x2x3; ξ — коэффи-
циент гидравлического сопротивления заборного устройства, приве-
денный к скорости V 0Σ , зависящий от коэффициента “живого” сечения
f̄ = S0/SΣ, формы краев отверстий и числа Рейнольдса, ξ = 0,5 . . . 3,5
(в зависимости от конструкции заборного устройства) [1];

p0(0) = pн (4)

— равенство давлений на свободной поверхности Г0.
За невозмущенное состояние упругой конструкции примем состо-

яние, отвечающее решению статической задачи о равновесии упругой
конструкции под действием давления p0(x3), обусловленное невозму-
щенным движением жидкости.

Уравнения малых колебаний системы. Рассмотрим малые ко-
лебания жидкости и упругой оболочки, близкие к состоянию невоз-
мущенного движения. Предположим, что в возмущенном движении
поля смещений, скоростей и давлений частиц жидкости приобретают
малые отклонения ~w(x, t), ~v(x, t), p(x, t) соответственно от их средних
невозмущенных значений. Пренебрегая слагаемыми второго порядка
малости и более, выразим вектор ~v(x, t) как

~v(x, t) =
∂ ~w

∂ t
(x, t) = ~̇w(x, t).

Уравнение возмущенной свободной поверхности жидкости в си-
стеме координат Ox1x2x3 при малых колебаниях запишем в виде

x3 = f(x1, x2, 0, t), (5)

где f(x1, x2, 0, t) = w(x1, x2, 0, t) — проекция на ось Ox3 поля смеще-
ний частиц свободной поверхности жидкости.
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При колебаниях жидкости давление в области, занимаемой
жидким топливом, определяется суммой p0(x3) + p(x1, x2, x3, t). То-
гда на возмущенной свободной поверхности выполняется условие
p0(x3) + p(x1, x2, x3, t) = pн.

Поле скоростей на поверхности слива в возмущенном движении
можно представить как V̄Σ = V̄ 0Σ+ ˙̄wΣ, а перепад давления на пластине
заборного устройства — следующим уравнением:

p01(−H) + p(x1, x2,−H, t)− p
0
2(−H) = ξρ

V̄ 2Σ
2
. (6)

Линеаризуя условия на поверхностях Г0 и Σ и учитывая уравнения
(2), (3) для малых отклонений, получаем граничные условия:

p = gρ~wГ ∙ ~nГ при х = 0; (7)

p = γρ ~̇wΣ ∙ ~nΣ при x3 = −H, (8)

где ~nГ , ~nΣ — внешние нормали к поверхностям Г и Σ соответственно;
γ = ξV 0Σ — обобщенный коэффициент сопротивления поверхности
слива.

Очевидно, что рассматриваемые движения жидкости, если прене-
бречь влиянием вязкости, описываются линеаризованным уравнением
Эйлера

∂~v

∂t
= −
1

ρ
∇ρ+ ~f (9)

(~f — заданное отклонение поля внешних сил от невозмущенных зна-
чений), которое необходимо дополнить уравнением неразрывности

∇ ∙ ~v = 0,

условием непротекания через смачиваемую поверхность S

~v ∙ ~n = ˙̄U ∙ n̄,

(~U = (u0, 0, w0) — вектор смещений частиц смачиваемой поверхности
оболочки).

Рассмотрим осесимметричные колебания конструкции топливно-
го бака. Составим систему уравнений совместного движения обечай-
ки и жидкости. Согласно данным из работы [5], запишем уравнения
оболочки в виде

L11u0 + L12w0 = q1, q1 = −m
∂2u0

∂t2
;

L21u0 + L22w0 = q2, q2 = −m
∂2w0

∂t2
+ p,

(10)
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где L11, L12, L21, L22 — дифференциальные операторы общей техниче-
ской теории тонких оболочек; p – гидродинамическое давление жидко-
сти;m = ρ0h0 — масса единицы поверхности оболочки; ρ0 — плотность
материала оболочки; h0 — толщина оболочки.

Для получения определенного решения малых движений оболоч-
ки необходимо дополнить уравнения (10) начальными и граничными
условиями, отвечающими условиям закрепления оболочки.

Отметим, что имеющиеся в литературе [6–8] сведения по коле-
баниям упругих металлических оболочек с жидкостью показывают
справедливость следующих выводов:

1) несмоченная часть оболочки практически не участвует в колеба-
ниях, поэтому ее можно не рассматривать, т.е. считать, что оболочка
заполнена жидкостью до верхнего края;

2) условия закрепления торцов существенно не влияют на часто-
ты и формы колебаний (кроме ε-окрестности вблизи торцов) и могут
быть выбраны такими, которые позволят получить наиболее простые
решения;

3) влияние тангенциальных сил инерции оболочки ρ0h0
∂2u0

∂ t2
при

наличии жидкости внутри нее уменьшается, поэтому тангенциальны-
ми силами инерции можно пренебречь.

Постановка задачи для потенциала смещений. При исследова-
нии малых движений идеальной жидкости удобно ввести понятие по-
тенциала смещений: φ(x, t), (x = (x1, x2, x3)), связанного с полем сме-
щений ~w(x, t) и полем скоростей ~v(x, t) частиц жидкости формулами

~w(x, t) = ∇φ(x, t); ~v(x, t) = ∇
∂φ

∂ t
. (11)

Подставив формулы (11) в уравнение Эйлера (9), после интегри-
рования получим линеаризованный интеграл Коши–Лагранжа, выра-
женный через потенциал смещений:

∂2φ

∂ t2
+
p

ρ
= c(t), (12)

где c(t) — произвольная функция времени, которая в рассматриваемых
задачах может быть равна нулю. Предположив, что движения жидко-
сти — потенциальные, сформулируем краевую задачу для определения
функции φ(x, t). Используя уравнения (10), уравнение неразрывности
и граничные условия (6), (7), получаем

Δφ = 0 в Q; (13)

∂2φ

∂t2
+ g

∂φ

∂n
= f1(x, t) на Г0; (14)

−
∂2φ

∂t2
+ γ
( ∂2φ
∂n∂t

)
= f2(x, t) на Σ, (15)
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которые необходимо дополнить граничным кинематическим условием
на смачиваемой поверхности S оболочки

w0 =
∂φ

∂n0
на S (16)

и силовыми условиями взаимодействия оболочки с жидкостью, кото-
рые с учетом формул (12) и (16) и выводов (1)–(3) можно записать в
виде

L

{
u0
∂φ

∂n0

}

+ ρ0h0
∂2

∂t2

{
0
∂φ

∂n0

}

=

(
0

−ρ
∂2φ

∂t2

)

на S, (17)

где L = {Ljk}
2
j,k=1 — самосопряженный оператор теории тонких обо-

лочек, а fk(x, t), k = 1, 2, в уравнениях (14) и (15) — заданные внешние
воздействия.

Закон изменения энергии. Умножим динамические граничные
условия (14), (15) и (17) на ρ(ẇГ ), ρ(ẇΣ) и ˙̄U соответственно и про-
интегрируем по поверхностям Г0,Σ и S. Суммируя полученные ре-
зультаты и учитывая кинематическое условие (16), после несложных
преобразований получим выражение

d

dt
(Tж + Tоб + Пж + Поб) = −2Φ

∗ + A(e), (18)

где Tж =
1

2
ρ

∫

Q

(∇φ̇)2dQ — кинетическая энергия жидкости; Tоб =

=
1

2
ρ0h0

∫

S

( ~̇U0)
2dS — кинетическая энергия оболочки; Пж =

=
1

2

∫

Г0

ρg
( ∂φ

∂nГ

)2
dГ0 — потенциальная энергия жидкости; Поб =

=
1

2

∫

S

(L1/2 ˙̄U0)
2
dS — потенциальная энергия оболочки; Φ =

=
1

2
γρ

∫ (∂φ̇
∂n

)2
dΣ — диссипативная функция малых движений

жидкости;A(0) =
∫

Г0

f1

(∂w1
∂t

)2
dГ0+

∫

Σ

f2

(∂w3
∂t

)2
dΣ— работа внешних

воздействий на жидкость.
Закон изменения энергии показывает, что в расматриваемой меха-

нической системе работа внешних воздействий лишь частично расхо-
дуется на изменение полной механической энергии.
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Собственные колебания. Предположив, что f1(x, t) = f2(x, t) = 0,
решение задачи можно записать как

u0(x, t) = u0(x)e
Ω t; w0(x, t) = w0(x)e

Ω t;

p(x, t) = p(x)eΩ t; ϕ(x, t) = ϕ(x)eΩ t.
(19)

В результате некоторых преобразований получим задачу о соб-
ственных колебаниях следующего вида:

Δϕ = 0 в Q; (20)

Ω2ϕ+ g
∂ϕ

∂n
= 0 на Г0; (21)

Ω2ϕ− γΩ
∂ϕ

∂n
= 0 на Σ; (22)

L

{
u0
∂ϕ

∂n

}

+ ρ0h0Ω
2

{
0
∂ϕ

∂n

}

=

(
0

−Ω2ρϕ

)

на S; (23)

здесь нетривиальными решениями являются функции ϕn(x,Ωn),
n = 1, 2, 3 . . ., именуемые собственными функциями, и действитель-
ные или комплексные числа Ωn, n = 1, 2, 3 . . ., называемые собствен-
ными значениями.

Модельная задача для цилиндрической оболочки. Рассмотрим
безмоментную цилиндрическую круговую оболочку радиуса r = r0
и высотой Н , имеющую жесткое перфорированное дно и частично
заполненную жидкостью. Исключив из уравнения (23) функцию u0(x),
получим спектральную задачу об определении частоты Ω и функции
ϕ(r, x), записанную в цилиндрической системе координат x, r, η:

Δϕ = 0 в Q; (24)

g
∂ϕ

∂x
+ Ω2ϕ = 0, x = 0; (25)

Ω2ϕ− γΩ
∂ϕ

∂x
= 0, x = −H; (26)

Ω2
∂ϕ

∂r
+ Ω2k

∂ϕ

∂r
= −

ρ

ρ0h0
Ω2ϕ на S, (27)

где Ω2k =
E

ρ0r
2
0

— квадрат частоты собственных радиальных колебаний

упругого кольца; E — модуль упругости материала цилиндрической
обечайки.

Используя метод разделения переменных, получаем решение зада-
чи (24)–(27) в виде

ϕn = J0

(
yn
r

r0

)(
−
yn

Ω
2

n

ch ynx+ sh ynx), n = 1, 2, 3, . . . ,
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а Ω̄n, yn являются решением трансцендентных уравнений;

Ω
2

n =
Ω
2

kynJ1(yn)
ρ r0

ρoh
J0(yn)− ynJ1(yn)

,

Ω
3

n th ynH + Ω
2

nγyn + Ωnyn + γy
2
n th ynH = 0, (28)

где Ω̄2 =
Ω2r0
g

; y = kr0; J0(y), J1(y) — функции Бесселя первого рода

нулевого и первого порядков соответственно; H =
H

r0
; γ = γ

1
√
gr0

;

x =
x

r0
; b =

ρr0

ρ0h0
.

Рассматриваемая задача, кроме решений y,Ω, имеет и другие ре-
шения. Пусть y = iz, тогда потенциал ϕl запишется в виде

ϕl = I0

(
zl
r

r0

)(
−
zl

Ω
2

l

cos zlx+ sin zlx
)
,

а Ω̄l, zl являются решением трансцендентных уравнений

Ω
2

l =
−Ω

2

k

1 +
ρ r0

ρ0h

1

zl

I0(zl)

I1(zl)

; (29)

Ω
3
l tg zlH + Ω

2

l γzl + Ωlzl − γz
2
l tg zlH = 0.

Здесь I0(z), I1(z) — модифицированные функции Бесселя первого рода
нулевого и первого порядков соответственно.

Система трансцендентных уравнений (28) или (29) своими реше-
ниями может иметь как действительные, так и комплексные значения
(y,Ω или z,Ω). Чтобы получить начальные приблизительные значе-
ния корней систем трансцендентных уравнений, рассмотрим вспомо-
гательную задачу.

Вспомогательная задача. Из имеющихся в литературе данных по
колебаниям упругой конструкции с жидкостью следует, что волны на
свободной поверхности жидкости, обусловленные действием внешне-
го поля массовых сил, практически не влияют на спектр и формы
колебаний упругой металлической конструкции с жидкостью. Сфор-
мулируем вспомогательную спектральную задачу в следующем виде:

∂2ϕ

∂r2
+
1

2

∂ϕ

∂r
+
∂2ϕ

∂n2
= 0 в Q; ϕ = 0 на Г0; (30)

Ωϕ− γ
∂ϕ

∂x
= 0 на Σ, (Ω2 + Ω2k)

∂ϕ

∂r
= −

ρ

ρ0h
Ω2ϕ на S.
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Решения задачи (30) можно записать как

ϕn = J0

(
yn
r

r0

)
sh ynx̄, Ω̄n = −γ̄yn cth ynH̄, n = 1, 2, 3, . . . , (31)

где yn — корни трансцедентного уравнения

J1(yn)

J0(yn)
=

ynb

y2n + β
2Ω̄2k th

2(ynH̄)
. (32)

Кроме решения (31), задача (30) имеет и другие решения. Предпо-
ложив y = iz, получаем

ϕl = I0

(
zl
r

r0
) sin zlx, Ω̄l =

iΩ̄k

±

√

1 +
b

zl

I0(zl)

I1(zl)

, l = 1, 2, 3, . . . , (33)

где zl — корень трансцедентного уравнения

ctg zlH̄ =
−β̄Ω̄ki

zl

√
b

zl

I0(zl)

I1(zl)
+ 1

. (34)

Для определения корней воспользуемся графическим методом. Пе-
репишем уравнение (32) в виде

F (y) =
J1(yn)

J0(yn)
−

ynb

y2n + β
2Ω̄2k th

2(ynH̄)
= 0, (35)

предположим y = Rey + i Imy и F (y) = ReF + i ImF .
Для графического исследования решений уравнений (32), (34) за-

дадим β̄ = 0,001; 0,1; 0,5, а также ρ = 1000 кг/м3; ρоб = 8 ∙ 103 кг/м3;
Е = 2 ∙ 1011; r0 = 1м; h0 = 0,002м.

Построив графики ReF (y) = 0, и ImF (y) = 0, в точках их пере-
сечения найдем искомые корни уравнения (32), аналогичным образом
определим корни уравнения (34) (рис. 1, а, б).

Определив значения Ω̄0, y0, z0 для вспомогательной задачи, под-
ставим их в систему трансцедентных уравнений (28) и (29) и найдем
значения Ωn, yn, zn для основной модельной задачи (24)–(27).

В таблице для значений β̄ = 0,001; 0,1; 0,5 приведены значения
собственных и волновых чисел первых пяти тонов колебаний, отвеча-
ющих спектрам Λ(1),Λ(2) и Λ(3).

Обсуждение результатов. На рис. 2 показано расположение значе-
ний Ω̄n на комплексной плоскости Ω̄. Из рис. 2 и таблицы следует, что
рассматриваемая задача имеет три спектра собственных чисел Λ(1),
Λ(2) и Λ(3). Спектру Λ(1) отвечает множество действительных чисел
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Рис. 1. Схема графического решения вспомогательной задачи:
а — уравнение (32); б — уравнение (34)

Ω
(1)
n , n = 1, 2, 3, . . ., Ω(1)n → −∞ при n → ∞. Собственным числам
Ω
(1)
n отвечают быстро затухающие апериодические движения рассма-

триваемой механической системы. Спектр Λ(2) состоит из множества
комплексно-сопряженных собственных чисел Ω(2)n , n = 1, 2, 3, . . ., с
ReΩ(2)n → 0 при n → ∞, с ImΩ(2)n → ±∞ при n → ∞. Спектру
Λ(2) отвечают слабозатухающие колебания рассматриваемой механи-
ческой системы, преимущественно выраженные на свободной поверх-
ности жидкости. Спектр Λ(3) состоит из множества комплексных соб-
ственных чисел Ω(3)n , n = 1, 2, 3, . . ., с ReΩ(3)n → 0 при n → ∞, с
ImΩ(3)n → ±∞ при n → ∞. Спектру Λ(3) отвечают затухающие коле-
бания рассматриваемой механической системы, выраженные преиму-
щественно на поверхности обечайки.

Механический аналог. При анализе колебаний рассматриваемой
механической системы удобно сопоставить упругожидкостной кон-
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Рис. 2. Распределение Ω̄nΩ̄nΩ̄n на комплексной плоскости при β̄ = 0,1β̄ = 0,1β̄ = 0,1; H̄ = 1H̄ = 1H̄ = 1;
b = 62,5b = 62,5b = 62,5; Ω̄k = 1581,13Ω̄k = 1581,13Ω̄k = 1581,13

струкции некоторую, более простую механическую модель в виде ос-
цилляторов. Для составления уравнения движения осцилляторов вос-
пользуемся уравнениями Лагранжа второго рода. Для этого составим
выражения для кинетической, потенциальной энергии и диссипатив-
ной функции:

T =
1

2
мпрṠ

2
n, П =

1

2
СпрṠ

2
n, Φ =

1

2
bпрṠ

2
n,

где мпр — приведенная масса рассматриваемой механической системы
при колебаниях по n-му тону,

мпр = ρ

∫
∇ϕn∇ϕ

∗
nrdηdrdx+ ρ0h

∫

S

∂ϕ

∂r

∂ϕ∗

∂r
dS;

Спр — приведенный коэффициент жесткости,

Спр =
Eh

r0

∫

S

∂ϕ

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r0

∂ϕ∗

∂r

∣
∣
∣
∣
r=r0

dS + ρg

∫

Г0

∂ϕ

∂x

∂ϕ∗

∂x
dГ0;

bпр — приведенный коэффициент демпфирования,

bпр = γρ

∫

Σ

∂ϕ

∂x

∣
∣
∣
∣
x=−H

∂ϕ∗

∂x

∣
∣
∣
∣
x=−H

dΣ;
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Sn — некоторая обобщенная координата; ϕ∗n — потенциал смещений,
комплексно-сопряженный с потенциалом ϕn.

Приведенный анализ решения задачи указывает на существова-
ние двух спектров комплексных чисел, описывающих низкочастотные
колебания свободной поверхности жидкости и высокочастотные коле-
бания упругой оболочки с жидкостью.

Представленный метод решения задачи не выявляет механической
связи обобщенных координат, отвечающих спектрам Λ(1), Λ(2) и Λ(3).
Поэтому колебания, происходящие с частотами Ω̄(1)n , Ω̄(2)n , Ω̄(3)n мож-
но рассматривать как главные колебания с обобщенной координатой
Sn(t), отвечающей одному из спектров. Составим выражения для мпр,
Спр и bпр, отвечающих свободным колебаниям системы с частотам Ω̄(3)n .
Тогда потенциал скоростей при колебаниях по n-му тону может быть
записан в виде

ϕ(3)n = I0

(
zn
r

r0

)
sin znx,

а параметры мпр, Спр и bпр — формулами

мпр = 2πρ

r0∫

0

0∫

−H

znz
∗
n

r20
(I1(zn

r

r0
)I1(z

∗
n

r

r0
) sin(zn

x

r0
) sin(z∗n

x

r0
)+

+ I0(zn
r

r0
)I0(z

∗
n

r

r0
) cos(zn

x

r0
) cos(z∗n

x

r0
))dxdr;

bпр = 2πγρ

r0∫

0

znz
∗
n

r20
I0(zn

r

r0
)I0(z

∗
n

r

r0
) cos(zn

H

r0
) cos(z∗n

H

r0
)rdr; (36)

Спр = 2π
hE

r0

0∫

−H

znz
∗
n

r20
I1(zn)I1(z

∗
n) sin(zn

x

r0
) sin(z∗n

x

r0
)dx,

где z∗ — число, комплексно-сопряженное с z.
Подставим выражения для кинетической, потенциальной энергии

и диссипативной функции в уравнения Лагранжа второго рода:

d

dt

∂T

∂Ṡn
−

∂T

∂Sn
= −

∂П
∂Sn
+Qφ,

где Qφ = −
∂Φ

∂q̇
— обобщенная сила.

В результате получаем уравнения движения n-го осциллятора, от-
ражающего свободные колебания рассматриваемой сложной механи-
ческой системы,

S̈n + 2nṠn + ω
2
nSn = 0, n = 1, 2, 3, . . . ,
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где 2n =
bпр

мпр
; ω2n =

Спр

мпр
; n, ωn — коэффициент затухания и собствен-

ная частота колебаний системы “упругая обечайка–жидкость–заборное
устройство”.

Для получения численной оценки влияния заборного устройства
(в виде перфорированного жесткого дна) на осесимметричные коле-
бания упругой обечайки с жидкостью положим E = 7,2 ∙ 1010Н/м2,
H = 9м, h = 2,1 ∙ 10−3 м, ρ = 1000 кг/м3, ρоб = 2,7 ∙ 103 кг/м3. Вычис-
лим интегралы (36) и определим коэффициент затухания n, частоту
ωn и логарифмический декремент δn, отвечающие первому тону глав-
ных колебаний. В результате получаем n = 3,443 с−1, ω = 95,3205 с−1,
δ = 0,22695.

Сравним полученные оценки коэффициентов n и δ с приведенны-
ми в литературе. Для вязкой жидкости, частично заполняющей жест-
кий цилиндрический бак, определяем коэффициент затухания n, ча-
стоту ωn и логарифмический декремент δ по формулам, полученным
Ф.Л. Черноусько [9]. Для осесимметричных колебаний имеем

A0n =
μ20n
a2

[ 1
μ0n
th
(μ0nH

a

)
+
1−H/a

ch2(μ0nH/a)

]
,

n = Reλ0n = −
ν1/2A0n

2
√
2ω
3/2
0n

, ω20n = g
μ0n

a
th(

μ0nH

a
).

Подставив в приведенные формулы ν = 1,79 ∙ 10−6 м2/c (во-
да), μ01 = 3,8317, получаем n = 0,0011712 с−1, ω = 6,130985 с−1,
δ = 1,20027 ∙ 10−3.

В работе А.А. Пожалостина [10] для первого тона осесимметрич-
ных колебаний упругого бака, частично наполненного несжимаемой
вязкой жидкостью (водой), были получены коэффициент затухания и
декремент колебаний n = 0,143 с−1 и δ = 0,0145.

Приведенные значения n и δ оказываются недостаточными для
обеспечения устойчивости движения объекта с жидкостью. На прак-
тике используют конструкционное демпфирование с помощью коль-
цевых или радиальных ребр, значительно увеличивающих коэффици-
енты n и δ.

Используя формулы работы Г.Н. Микишева [11], можно показать,
что эффект затухания упругих осесимметричных колебаний оболочки
с жидкостью при наличии заборного устройства, содержащего пер-
форированную пластину, может быть сравним с эффектом затухания
волновых движений свободной поверхности жидкости при наличии
кольцевых ребер в жестком баке.

Вывод. Приведенные численные результаты и анализ осесимме-
тричных колебаний рассматриваемой механической системы показы-
вают, что необходимо принимать во внимание дополнительный эф-
фект конструкции заборного устройства на частотах колебаний упру-
гой обечайки с жидкостью.
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