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ПОСТРОЕНИЕ РЕГУЛЯРНЫХ АДАПТИВНЫХ
СЕТОК В ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОБЛАСТЯХ
С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ГРАНИЦАМИ

Рассмотрена численная методика построения регулярных криволи-
нейных адаптивных сеток в произвольных областях. Данная мето-
дика позволяет создать геометрически и динамически адаптивную
расчетную сетку путем решения эллиптических уравнений в част-
ных производных и с помощью специальных алгоритмов адаптации,
использующих перераспределение расчетных точек.

При решении различного рода задач математической физики тре-
буется наличие простых и эффективных способов дискретизации рас-
четных областей, имеющих сложную криволинейную форму. Пред-
ставление уравнений математической физики в дискретной форме
непосредственно в декартовой системе координат приводит к необ-
ходимости переноса с помощью интерполяции (что означает внесе-
ние дополнительных ошибок) граничных условий на координатные
плоскости. В общем случае координатные плоскости декартовой си-
стемы координат не совпадают с истинными криволинейными грани-
цами расчетной области. В этой связи возникает задача установления
математической зависимости между декартовой и некоторой обобщен-
ной системой координат, в которой границы расчетной области явля-
ются координатными линиями.

В настоящей работе рассматривается численная методика постро-
ения регулярных криволинейных адаптивных сеток в произвольных
областях. Данная методика позволяет построить адаптивную (к грани-
цам расчетной зоны и особенностям решения задач математической
физики) расчетную сетку путем решения эллиптических уравнений в
частных производных и с помощью специальных алгоритмов адап-
тации, использующих перераспределение расчетных точек внутри и
на границах областей сложной формы. Важно отметить, что при ис-
пользовании многоблочной технологии расчетов, рассматриваемая чи-
сленная методика позволяет построить неортогональные структуриро-
ванные сетки даже в тех областях, где для дискретизации расчетной
области обычно применяются неструктурированные расчетные сетки.

Постановка задачи. Одной из основных целей создания геоме-
трически и динамически адаптивных алгоритмов генерации структу-
рированных и неструктурированных расчетных сеток является мини-
мизация ошибок дискретизации для конкретного численного метода
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при фиксированном числе расчетных узлов. Геометрически и динами-
чески адаптивный алгоритм генерации сетки должен иметь опреде-
ленный набор свойств: гладкость, простоту построения, адаптивность
(сетка должна сгущаться в областях, где происходит резкое изменение
численного решения). Метод нахождения сетки также должен иметь
свойство эллиптичности, позволяющее определять влияние каждого
узла сетки на множество прилегающих к нему узлов. Отображение,
используемое для построения сетки, должно быть непрерывно диф-
ференцируемым, а якобиан преобразования не должен обращаться в
нуль, что гарантирует взаимную однозначность построенного отобра-
жения. Такого рода сетки можно получить путем решения эллипти-
ческих уравнений, которые позволяют найти отображения расчетной
криволинейной области в параметрический квадрат в двумерном слу-
чае и в куб — в трехмерном случае.

Введем в декартовой системе координат XY Z прямоугольный
параллелепипед ABFEDCGH , для которого непрерывно дифферен-
цируемое отображение в криволинейный параллелепипед (гексаэдр)
A′B′F ′E ′D′C ′G′H ′. При этом прямоугольная сетка, нанесенная на
область ABFEDCGH , образует гладкую криволинейную сетку в
области A′B′F ′E ′D′C ′G′H ′.

Обозначим через ~r радиус-вектор в системе координат XY Z и
введем вектор ~U = ~r ∗ − ~r, характеризующий смещение точек. Здесь
~r и ~r ∗ радиусы-векторы точек областей до (~r ∈ ABCD) и после
(~r∗ ∈ A′B′F ′E ′D′C ′G′H ′0) преобразования. Тогда уравнения, опре-
деляющие смещения Ux, Uy, Uz и описывающие продольную дефор-
мацию пластин [1], в декартовой системе координат XY Z имеют вид:
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(1)

Здесь принято, что все коэффициенты, входящие в данную систему
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уравнений, равны между собой: Ai = Bi = Ci = Di = Gi = F =

= (∇f,∇f)α/2+ ε, i ∈ {x, y, z}. Граничные условия, необходимые для
решения данной системы уравнений, задаются следующим образом:
Ui|Г = r∗i |∂(A′B′F ′E′D′C′G′H′)− ri|∂(ABFEDCGH), i ∈ {x, y, z}, где символ
∂ означает, что компоненты радиусов-векторов ~r и ~r ∗ определяются
на границе соответствующей области.

При этом f является функцией, управляющей адаптацией расчет-
ных узлов, коэффициент α задает необходимую степень сгущения уз-
лов расчетной сетки. Коэффициент σ ∈ [−1, 1] характеризует отно-
шение поперечной деформации к продольной. Коэффициент λi > 0
увеличивает “диффузию” сеточных линий от границы внутрь расчет-
ной области A′B′F ′E ′D′C ′G′H ′, обеспечивая нахождение узлов сетки
внутри расчетной зоны. Параметр ε ≈ min

hi∈A′B′C′D′
(hi) выбирается не

равным нулю (ε 6= 0) и порядка шага сетки h, чтобы избежать осо-
бенности в тех узлах, где ∇f = 0. Эта система уравнений является
обобщением метода построения регулярных сеток [1] в случае пере-
менных коэффициентов Ai, Bi, Ci, Di, Gi, i ∈ {x, y, z}, входящих под
производные и трехмерную систему координат.

В результате решения системы уравнений (1) можно построить
неравномерную сетку в криволинейном параллелепипеде (гексаэдре)
A′B′F ′E ′D′C ′G′H ′, в котором поверхности, определяющие форму гра-
ницы деформированной области, задаются гладкими функциями в си-
стеме координат XY Z. При этом расположение узлов расчетной сет-
ки на граничных поверхностях задаeтся до начала решения задачи.
Введем в системе координат XY Z равномерную прямоугольную сет-
ку с узлами xi, yj, zm(i = 1, . . . , L; j = 1, . . . ,M ; m = 1, . . . , N ) и
постоянными пространственными шагами {hx, hy, hz}, которые вхо-
дят в состав управляющих параметров и выбираются из минималь-
ных значений шагов сетки вдоль граничных поверхностей. Зададим
конечно-разностное представление производных на введенной сетке с
помощью следующих формул [2]:
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Теперь можно привести конечно-разностное операторное предста-
вление исходной задачи A~Ui,j = 0:
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где i = 2, . . . , L− 1; j = 2, . . . ,M − 1; m = 2, . . . , N − 1.
Для решения задачи A~U = 0 используем метод установления [3].

При этом шаг по “времени” τ найдем с помощью итерационного
метода вариационного типа. Для этого определим вектор невязок
~R = (Rx, Ry, Rz):
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i = 2, . . . , L− 1; j = 2, . . . ,M − 1; m = 2, . . . , N − 1,

где k — номер итерации.
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Введем скалярное произведение следующим образом [3]:
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Минимизируем значение невязки ~Ri,j,m = A~Ui,j,m −~bi,j,m, исполь-
зуя модифицированный вариант итерационного метода вариационного
типа — метод минимальных невязок [4]. В этом случае итерации сле-
дует проводить по формулам [4]: ~Uk+1i,j,m =

~Uki,j,m + cτ
~Rki,j,m, c ≈ 0,9,

τ =
(
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)
/
(
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)
.

Во многих случаях при практическом решении реальных задач
требуется обеспечить ортогональность сеточных линий и границ. Для
достижения этой цели можно, как рекомендуется в работе [1], после
каждой итерации для всех приграничных узлов решать задачу опре-
деления точки пересечения с границей перпендикуляра, опущенного
из приграничного узла на границу. Найденная точка используется для
вычисления граничного смещения для следующей итерации.

В настоящей работе для построения регулярных адаптивных сеток,
близких к ортогональным, вместо системы уравнений (1) использова-
ли модифицированную в соответствии с работой [5] систему уравне-
ний:
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+ kopt
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где коэффициент kopt регулирует интенсивность ортогональности се-
точных линий.

При этом компоненты ковариантного и контравариантного метри-
ческого тензора, входящие в систему уравнений (2), определяются
соотношениями

gik =
3∑

α=1

∂r′α

∂qi
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∂qk
;

3∑

k=1

gikg
kj = δji =

{
1, i = j
0, i 6= j

; q1 = x, q2 = y, q3 = z,

а контравариантные компоненты метрического тензора находятся с
помощью формулы

gik = Δik/g,

где g — фундаментальный определитель det ‖gik‖; Δik — алгебраиче-
ское дополнение элемента gik в этом определителе.

Результаты численного моделирования. Приведем примеры по-
строения регулярных криволинейных адаптивных сеток в некоторых
двумерных областях с криволинейными границами.

Два первых примера показывают возможности генерации адаптив-
ных сеток внутри расчетной области вследствие регулирования распо-
ложения точек сетки на границе заданной области с помощью одно-
мерных численных [6] и аналитических алгебраических методов [7].

В случае численной перестройки сетки вдоль одной из коорди-
натных линий или вдоль криволинейной границы расчетной области
(или ее части) применяется принцип равномерного распределения
весовой функции w. В этой численной методике входными параме-
трами, заданными пользователем, являются максимальный (Δxmax)
и минимальный (Δxmin) шаги сетки и некоторая положительная
(дополнительно монотонизированная, т.е. имеющая один минимум
и максимум) управляющая функция f . Весовая функция w отли-
чается от приведенной в работе [6] и задается следующим обра-

зом: w =

{
[1 + AF ]1/B , B 6= 0
1, B = 0

, F = (f − fmin)/(fmax − fmin),

A = (Δxmax/Δxmin)
B − 1. Для определения шагов сетки Δxi мо-

гут служить уравнения
d

dξ

[

w
dx

dξ

]

= 0, x(0) = 0, x(1) = L, ξ ∈ [0,1],

или Δxi = L

/(

wi

N∑

i=1

1

wi

)

, где L — длина границы области в фи-

зическом пространстве. В случае A = 0 узлы сетки расположены
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Рис. 1. Регулярная расчетная сетка, полученная заданием расположения точек
сетки на границе области с помощью аналитического алгебраического метода
(а), с использованием ортогонализирующей процедуры (б), с помощью одно-
мерного численного метода (в) и с использованием ортогонализирующей про-
цедуры (г)

равномерно. Постоянную B находят из условия равенства минималь-
ного расчетного шага сетки min

i
Δxi заданному значению Δxmin.

Cледует отметить, что, в принципе, многомерная сетка может быть
построена путем последовательного применения данного метода пе-
рестроения сетки вдоль отдельных координатных направлений.

Пример 1. В рассматриваемом примере демонстрируются возмож-
ности предложенного метода, в котором в качестве управляющей
функции f используют аналитическое алгебраическое преобразова-
ние. Это преобразование производит растяжение физического про-
странства в определенных, предположительно заданных областях: в
пограничном слое, слоях смешения, на фронте ударных волн и в зоне
контактных разрывов. В данной ситуации сетка построена с помощью
одномерных численных [6] и аналитических алгебраических методов
[7] в зоне критической части сопла, адаптирована к пограничному
слою и представлена на рис. 1, а–г.

Необходимо отметить, что результаты расчетов, показанные на
рис. 1, б, г, получены с помощью процедуры ортогонализации, кото-
рая использует систему уравнений (2).

Для случая алгебраического метода адаптации управляющая функ-
ция имеет вид [8]:

f (x) = Pη∗ + (1− P )

(

1−
th [Q (1− η∗)]

thQ

)

;

η∗ = (η − ηA)/(ηB − ηA), η ∈ [ηB, ηA] ,
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Рис. 2. Регулярная расчетная сетка, построенная с применением объемной упра-

вляющей функции f (x, y) = exp
(
−A (x− y)2

)
f (x, y) = exp

(
−A (x− y)2

)
f (x, y) = exp

(
−A (x− y)2

)
с помощью разработанной чис-

ленной методики (а) и численной адаптации с использованием ортогонализи-
рующей процедуры (б)

где P,Q — параметры, обеспечивающие контроль распределения точек
сетки. Параметр P задает степень отличия от линейного распределе-
ния, а Q является “демпфирующим фактором”.

Пример 2. В этом примере в прямоугольной области физического
пространства расчетная сетка адаптируется к функции вида

f (x, y) = exp
(
−A (x− y)2

)
, A = 20.

Этот пример, как отмечается в работе [6], моделирует достаточно
сложную ситуацию для адаптации регулярной четырехугольной сет-
ки: управляющая функция f имеет градиенты, образующие с границей
расчетной области угол, близкий к 45◦, что может приводить к сильной
скошенности адаптированной сетки.

Результаты расчетов, представленные на рис. 2, а, основаны на си-
стеме уравнений (1).

Расчетная сетка, полученная с помощью системы уравнений (2) и
приведенная на рис. 2, б, соответствует численной методике постро-
ения квазиортогональных регулярных криволинейных адаптивных
сеток.

Работа выполнена при частичной поддержке программ фунда-
ментальных исследований РАН и грантов РФФИ № 05-01-00780 и
№ 07-01-00133.
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