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Рассмотрена комплексная математическая модель, предназначен-
ная для анализа деревообрабатывающего оборудования принци-
пиально нового класса – многопильных станков с круговым по-
ступательным движением дереворежущих полотен. Проведены
численные исследования влияния конструктивных и технологиче-
ских параметров на функциональные характеристики оборудова-
ния. Предложена методика определения диапазона рациональных
значений параметров для обеспечения безопасной и эффективной
работы, основанная на декомпозиции механической системы с по-
этапным расчетом основных узлов станка. Для исследования проч-
ностных и динамических характеристик пильных модуля и блока
используется метод конечных элементов, а для анализа движения
пильных полотен — качественные методы исследования движения
нелинейных систем.
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Одной из актуальных задач для перехода к высокотехнологичной
инновационной экономике является разработка в области создания
деревообрабатывающих станков новых технических решений, сохра-
няющих преимущества и исключающих недостатки существующего
парка оборудования. Для решения этой задачи предложено [1, 2] де-
ревообрабатывающее оборудование принципиально нового класса —
многопильный станок с круговым поступательным движением поло-
совых пильных полотен (рис. 1).

Простота и надежность конструкции предлагаемого станка позво-
ляет обеспечить высокие функциональные характеристики, среди ко-
торых следует особо выделить: улучшение качества обработанных по-
верхностей, снижение энергопотребления; относительно малую массу
и динамическую сбалансированность основных узлов; повышенную
мобильность оборудования. Особенностью такого оборудования явля-
ется передача движения с ведущего на ведомый вал непосредственно
через пильные полотна, которые выполняют роль гибких связей и
включены в состав пильных блоков. В состав блоков также входят
эксцентрики, упругие элементы крепления и корпусные детали.
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Рис. 1. Принципиальная схема (а) и опытный образец (б) многопильного
станка “Шершень М2001” с круговым поступательным движением полосовых
пильных полотен

Все попытки создания аналогичного оборудования опытно-эмпи-
рическим путем окончились неудачей [3]. Во время тестовой эксплу-
атации опытно-промышленных образцов, как правило, возникали ре-
жимы работы, сопровождавшиеся поперечным изгибом и скручивани-
ем полотен, что приводило к формированию криволинейных пропи-
лов, излому зубьев, задиру обрабатываемых поверхностей и в ряде
случаев к разрушению пильных полотен. Такие режимы наблюда-
лись как при распиловке древесины, так и на холостом ходу. При-
чины возникновения подобных режимов объясняются сложным дина-
мическим поведением системы, возможностью появления при опре-
деленных условиях как обычных, так и параметрических резонансов,
а также существенной нелинейностью ее отдельных элементов (кон-
струкция, близкая по схеме к исследуемой, рассматривается в работах
Е.К. Зеемана и В.И.Арнольда [4]).

Решение задачи синтеза конструкции невозможно без комплексно-
го исследования динамического поведения системы с использованием
приема декомпозиции конструкции и последующего анализа основ-
ных узлов и элементов станка в целях отстройки от нежелательных
резонансных режимов.

В доступной авторам настоящей статьи литературе в силу новизны
конструкции не удалось найти приемлемую методику, позволяющую
провести всестороннее исследование данной задачи. Авторская мето-
дика предполагает использование приема декомпозиции конструкции,
что позволит в простейшем случае свести проблему к двум основным
задачам: рассмотрению поведения дереворежущих полотен и исследо-
ванию динамики системы двух валов, соединенных гибкими связями.
Важно отметить, что дереворежущие полотна находятся в условиях
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Рис. 2. Схема (а) и расчетная схема (б) пильного модуля:
1 и 6 — верхняя и нижняя корпусные детали, 2 и 7 — верхний (ведомый) и нижний
(ведущий) валы, 3 — эксцентрик, 4 — упругие элементы крепления пильного
полотна, 5 — полосовое пильное полотно

предварительного натяжения с эксцентриситетом, а также испытыва-
ют воздействие сил резания и сил инерции, возникающих вследствие
вращения валов. При анализе поведения пильных полотен исполь-
зуются основные соотношения механики деформируемого твердого
тела применительно к тонкостенным конструкциям [5, 6]. Числен-
ная реализация решений проводится методом конечных элементов
[7–9]. Используемый подход позволяет максимально адекватно опи-
сать условия закрепления и нагружения рабочих органов, автоматизи-
ровать проведение расчетов и выполнить анализ результатов расчета
для различных вариантов исполнения. В соответствии с используемой
конструкторской классификацией, система двух вращающихся валов,
соединенных гибкими связями, образует пильный блок. Описание дви-
жения пильного блока можно свести к исследованию системы нели-
нейных дифференциальных уравнений, для решения которых исполь-
зуются методы численного интегрирования по времени, спектральный
анализ реализаций и качественные методы исследования нелинейных
дифференциальных уравнений (отображение Пуанкаре и отображение
сдвига) [10–12].

Введем следующие обозначения (рис. 2, б): ϕв(t) = ωвt — угол по-
ворота ведущего (нижнего) вала; ωв — угловая скорость вращения ве-
дущего вала, ϕ2 = ϕв(t) + Δϕ — угол поворота ведомого вала; L0 —
расстояние между осями валов, L′ = L0 + ΔL — расстояние между
осями вращения корпусных деталей при повороте ведомого вала от-
носительно ведущего; e — эксцентриситет оси вращения корпусной
детали. Запишем выражение для ΔL — изменения расстояния между
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осями вращения корпусных деталей при взаимном повороте валов:

ΔL(Δϕ, ϕв(t)) =
(
(e(cos(ϕв(t) + Δϕ)− cos(ϕв(t)))

)2
+

+
(
L0 + e(sin(ϕв(t) + Δϕ)− sin(ϕв(t))))

2
)1
2 − L0. (1)

Расстояние h от центра вращения верхнего вала до линии действия
упругой силы, возникающей при деформировании приведенного упру-
гого элемента на ΔL, запишется как

h(Δϕ, ϕв(t)) =

=
|e(L0 cos(ϕв(t) + Δϕ) + e sinΔϕ)|√

2e2 + L20 − 2e2 cosΔϕ+ 2eL0 sinϕв(t) + 2eL0 sin(ϕв(t) + Δϕ)
.

(2)

Учитывая геометрические соотношения (1) и (2), уравнение движе-
ния пильного модуля для принятой расчетной схемы (рис. 2, б) можно
представить в виде

IΔϕ̈+KΔL(Δϕ, ϕв)h(Δϕ, ϕв) + αΔϕ̇ = 0, (3)

где K — приведенная жесткость полотна и упругих элементов; I — мо-
мент инерции участка верхнего вала с эксцентриком; α — коэффициент
демпфирования.

В случае колебаний с малой амплитудой уравнение движения пре-
образуется к виду

IΔϕ̈+Ke2Δϕ cos2 ϕв + αΔϕ̇ = 0. (4)

Частота малых собственных колебаний данной системы при фик-
сированном угловом положении ведущего вала ϕв составляет p0(ϕв) =

=

√
Ke2 cos2 ϕв

I
. В этой системе есть особые точки

(
угловое поло-

жение ведущего вала, равное +
π

2
и −π

2

)
, в которых частота соб-

ственных колебаний с малой амплитудой равна нулю, что приводит
к необходимости рассмотрения нелинейных уравнений движения без
ограничения амплитудных отклонений. На рис. 3 приведены фазовые
траектории системы при кинематическом возбуждении колебаний

ϕв(t) = Aϕ cos(ωϕt),

где Aϕ — амплитуда и ωϕ — частота возбуждения.
Проведенные исследования показывают, что в системе (3) могут

реализовываться нелинейные режимы движения, а также возможно
возникновение бифуркаций, что требует использования более деталь-
ного анализа в целях выявления всех возможных типов движения.
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Рис. 3. Вид фазовых траекторий при изменении амплитуды внешнего воз-
действия (а, б) (стрелкой показана эволюция траекторий при увеличении
амплитуды) и частоты внешнего воздействия (в, г) (стрелкой показана
эволюция траектории при увеличении ωϕ)

Вместе с тем, отметим, что система (3) не описывает наличие пред-
варительного натяжения полотен. Учет начального натяжения требует
более детальной расчетной схемы. Рассмотрим простейшую расчет-
ную модель, описывающую систему валов с шестью упругими связя-
ми (рис. 4).

Уравнение движения пильного блока для принятой расчетной схе-
мы (см. рис. 4) без учета крутильной и изгибной податливости валов
примет вид

IΣΔϕ̈+KΔL(Δϕ, ϕв)h(Δϕ, ϕв)+KΔL
(
Δϕ, ϕв+

π

3

)
h
(
Δϕ, ϕв+

π

3

)
+

+KΔL
(
Δϕ, ϕв+

2π

3

)
h
(
Δϕ, ϕв+

2π

3

)
+KΔL(Δϕ, ϕв+π)h(Δϕ, ϕв+π)+

+KΔL
(
Δϕ, ϕв +

4π

3

)
h
(
Δϕ, ϕв +

4π

3

)
+

+KΔL
(
Δϕ, ϕв +

5π

3

)
h
(
Δϕ, ϕв +

5π

3

)
+ αΔϕ̇ = 0, (5)

где IΣ — суммарный момент инерции верхнего (ведомого) вала с уста-
новленными эксцентриками; K — приведенная жесткость полотна и
упругих элементов в пильном модуле.
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Рис. 4. Упрощенная (а) и расчетная (б) схемы пильного блока с шестью
модулями

Рассмотрев малые отклонения углового положения ведомого ва-
ла Δϕ и проведя тригонометрические преобразования уравнения (5),
получим линейное уравнение

IΣΔϕ̈+ 3Ke
2Δϕ+ αΔϕ̇ = 0. (6)

Отметим, что при наличии трех и более упругих связей между
валами (при условии сохранения эксцентриками взаимного углового
положения) уравнение движения становится линейным и перестает
зависеть от углового положения ведущего вала. Частота собственных
крутильных колебаний ведомого вала как жесткого целого относи-
тельно ведущего вала, возникших за счет деформирования упругих

элементов, равна p0 =

√
3Ke2

IΣ
. Данный результат подтверждается

анализом нелинейного уравнения (5). Спектральный анализ реализа-
ций показывает наличие только одной гармоники с частотой p0 в угло-
вом перемещении ведомого вала для широкого спектра управляющих
конструктивных параметров и начальных условий.

Следует отметить, что при учете возможного разброса механиче-
ских характеристик упругих элементов, погрешностей изготовления
элементов станка и погрешностей сборки была обнаружена возмож-
ность реализации в системе квазипериодических движений в присут-
ствии несоизмеримых частот (рис. 5). Этот факт свидетельствует о том,
что при невыполнении определенных требований к качеству деталей
возможно появление резонансных режимов в рабочей области.
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Рис. 5. Отображение Пуанкаре для квазипериодического движения с несоизме-
римыми частотами (а) и спектр Фурье реализации колебательного движения
системы (б)

Рис. 6. Конечно-элементная модель пильного полотна, установленного в модуль

Важной задачей является исследование динамических характери-
стик пильных полотен в зависимости от конструктивных параметров,
поскольку известно, что совпадение частот вращения валов с часто-
тами собственных колебаний полотна может привести к возникнове-
нию резонансного режима работы. Напомним, что для исключения
возможности статической потери устойчивости пильные полотна при
установке предварительно растягиваются. Причем для стабилизации
режущей кромки полотна нагружаются не “центрально”, а с некото-
рым эксцентриситетом, при этом передняя режущая кромка полотна
оказывается в условиях более интенсивного растяжения, чем задняя.
Конечно-элементная модель пильного модуля приведена на рис. 6 и со-
стоит из стержневых, оболочечных и специальных конечных элемен-
тов (используется программный комплекс APMWinMachine). Упругие
элементы, обеспечивающие поджатие пильного полотна, моделируют-
ся стержневыми конечными элементами третьего порядка, построен-
ными по гипотезе Кирхгофа, имеющими 2 узла и 12 степеней свободы.
Пильное полотно и корпусные детали моделируются плоскими обо-
лочечными треугольными и четырехугольными элементами второго
порядка, построенными по дискретной гипотезе Кирхгофа, имеющи-
ми 24 и 18 степеней свободы соответственно. Штифты крепления,
подшипники и эксцентрики моделируются специальными конечными
элементами типа жесткая вставка, имеющими 2 узла. Рассматрива-
лись несколько вариантов исполнения пильных полотен, отличающих-
ся длиной, шириной и толщиной рабочей части.

В результате анализа динамических характеристик пильного мо-
дуля были получены зависимости спектра частот собственных коле-
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Рис. 7. Зависимость спектра частот от силы натяжения при:
свободной длине полотна 652 (а), 465мм (б. . . г); шириной 70 (а), 80 (б, в), толщи-
ной 1,4 (а, в); 1,3 (б), 1,2 мм (г)

баний от силы предварительного натяжения для различных вариантов
исполнения пильных полотен (рис. 7).

В несбалансированной системе в процессе движения на полотно
могут действовать значительные инерционные силы, влияние кото-
рых минимизируется посредством специальной балансировки пильно-
го модуля — приведением центров масс деталей, составляющих пиль-
ный модуль, к осям вращения корпусных деталей.

Изгибная податливость валов, а также наличие погрешностей изго-
товления деталей станка и разброс механических характеристик упру-
гих элементов поджатия полотен приводят к различным натяжениям
пильных модулей в зависимости от их расположения в пильном бло-
ке. Сравнение зависимостей спектра частот собственных колебаний
пильных модуля и блока в сборе показано на рис. 8.

По результатам исследований можно выделить возможные причи-
ны возникновения резонансных режимов работы:
• наличие частоты собственных колебаний пильного полотна в ра-

бочем диапазоне частот вращения валов (до 50 Гц или 3000 об/мин);
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Рис. 8. Зависимость спектра частот от сил натяжения пильных модуля (а) и
блока (б)

Рис. 9. Области допустимых значений
частоты вращения валов и сил натяже-
ния полотна ( ) и области, в которых
возможно возбуждение двух форм коле-
баний на одной частоте ( )

• наличие частоты собственных колебаний ведомого вала как жест-
кого целого за счет податливости упругих элементов натяжения в ра-
бочем диапазоне частот вращения валов;
• отсутствие или недостаточная точность балансировки пильного

модуля, что может привести к появлению моментов сил инерции, из-
гибающих полотно в своей плоскости, достаточных для потери устой-
чивости плоской формы изгиба;
• совпадение частоты собственных колебаний ведомого вала как

жесткого целого за счет податливости упругих элементов натяжения с
одной из частот собственных колебаний пильного полотна.

По результатам расчета динамических характеристик пильных по-
лотен можно выделить допустимые и нежелательные области измене-
ния сил натяжения и частоты вращения валов для каждого варианта
исполнения (рис. 9).

На основе полученных результатов предложена методика выбо-
ра рациональных параметров принципиально нового дереворежущего
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Рис. 10. Блок-схема методики выбора рациональных параметров многопиль-
ного станка

оборудования (рис. 10). Данная методика была использована для син-
теза опытно-промышленного образца многопильного станка с круго-
вым поступательным движением полотен “Шершень М2001”.
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