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Аннотация Ключевые слова 
Приведено решение для определения профиля 
вращающегося полого равнопрочного диска в усло-
виях плосконапряженного состояния, в предполо-
жении, что к внешнему и внутреннему радиусам 
диска приложены равномерные давления и матери-
ал диска является пластически анизотропным. 
Упругие деформации связаны с напряжениями за-
коном Гука. Переход в пластическое состояние 
определяется по квадратичному условию текучести 
Хилла. Общее решение является аналитическим,  
за исключением численного вычисления обыкно-
венного интеграла. Из трех параметров нагруже-
ния (угловая скорость диска, давление на внешнем 
и внутреннем радиусах) только два являются неза-
висимыми для равнопрочного диска. Выполнен 
качественный анализ полученного решения. Опре-
делены интервалы изменения искомой вспомога-
тельной переменной, за пределы которых не может 
выходить решение. Установлены ограничения  
на краевые условия. Кроме общего решения, приве-
дено особое решение, которое является полностью 
аналитическим. В процессе решения проверена 
приемлемость предположения о плосконапряжен-
ном состоянии. Построены профили равнопрочных 
вращающихся дисков для четырех анизотропных 
материалов с использованием экспериментально 
определенных коэффициентов анизотропии и для 
изотропного материала, подчиняющегося условию 
пластичности Мизеса 
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Введение. Тонкие вращающиеся диски широко используются во многих 
отраслях промышленности [1]. Распределение напряжений в упругопла-
стическом диске постоянной толщины, материал которого подчиняется 
условиям пластичности Мизеса и Треска без деформационного упрочне-
ния, получено в [2, 3]. В [4] эти решения обобщены при условии пластич-
ности, зависящем от среднего напряжения. Обзор работ по расчету вра-
щающихся цилиндров и дисков, профиль которых задан, включая диски 
переменной толщины и учет деформационного упрочнения, приведен  
в [5]. Однако профиль диска можно определить, если сформулирован не-
который критерий оптимальности. В частности, таким критерием являет-
ся критерий равнопрочности [6]. Используя его и условие пластичности 
Треска, можно определить профили дисков, подверженных давлению  
по внешнему и внутреннему радиусам [7, 8]. В случае условия пластично-
сти Мизеса такие профили найдены в [9]. Предполагалось, что механиче-
ские свойства материала варьируются вдоль радиуса.  

Профиль равнопрочного вращающегося диска, нагруженного внутрен-
ним и внешним давлениями, определен в [10] с помощью критерия пла-
стичности Мизеса и в предположении плосконапряженного состояния. 
Однако во многих случаях необходимо учитывать полярную анизотропию 
свойств материала, которая оказывает существенное влияние на эксплуа-
тационные характеристики [11–15]. В настоящей работе обобщается реше-
ние [10] при учете анизотропного условия пластичности [16]. Показано 
влияние пластической анизотропии на оптимальный профиль диска. 

Постановка задачи. Введем цилиндрическую систему координат 
, ,r z , ось Оz которой совпадает  

с осью симметрии полого вращающего-
ся диска (рис. 1). Внешний радиус диска 
обозначим как 0b , внутренний ра- 
диус — 0,a  а угловую скорость — .  
Угловая скорость изменяется достаточ-
но медленно, поэтому угловым ускоре-
нием можно пренебречь. Напряжения 

,r   и z  в цилиндрической системе 
координат являются главными. Пред-
полагается, что диск находится в усло-
виях плосконапряженного состояния.  
В этом случае 0.z  Напряжения  
и деформации связаны законом Гука. Таким образом, запишем 

Рис. 1. Геометрические 
параметры вращающегося диска 

и приложенные нагрузки 
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  ; .r r
r E E

  (1) 

Здесь  — коэффициент Пуассона; E — модуль Юнга. Переход материала 
в пластическое состояние определяется анизотропным условием пластич-
ности [16]. В случае плосконапряженного состояния это условие можно 
представить как 

 2 22 1,r rG H H H F   (2)  

где G, H, F — параметры, характеризующие пластическую анизотропию. 
Эти параметры выражаются через пределы пластичности в направлении 
главных осей анизотропии [16]. В случае изотропного материала 
G H F  и условие (2) переходит в условие пластичности Мизеса. Урав-
нение движения, которое не удовлетворяется автоматически, имеет вид 

  2 2 0.rd hr h r
dr

  (3) 

Здесь h h r  — толщина диска;  — плотность материала. Условие сов-
местности деформаций: 

  .rd
dr r

  (4) 

Внешнее и внутреннее давление обозначим aP  и ,bP  тогда при 0r a  

  ,r aP   (5) 

при 0r b   
  .r bP   (6) 

Требуется определить профиль равнопрочного диска и соотношение 
между aP , bP  и ,  при котором равнопрочное состояние реализуется.  

Общее решение. Условие пластичности (2) удовлетворяется подста-
новкой [17] 

  
0 0

sin ; sin cos ,r A B   (7) 

где  — новая неизвестная функция полярного радиуса; 

 1
0

2 2

1 2; ; ;
4 4

A B
G H

 

(8) 
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1

2 ;

.

H
G H H F

G H
H F

 (8) 

Далее будут использованы следующие безразмерные величины: 

 

0

0 0 0 0 0
2 2

0 0

0 0

, ; ; ; ;

; ; .

r a
r a

b
b

r a Ps s a p
b b

bPp k
E

  (9) 

Используя (7) и (9) при a  условия (5) и (6) преобразуем к виду 

  arcsin ,a
a

p
A

  (10) 

при 1— к виду 

  arcsin .b
b

p
A

  (11) 

Подставляя (7) и (9) в (3), получаем 

 2sin cos sin cos 0.dt dA A A B
d d

  (12) 

Здесь ln / bt h h  ( bh  — толщина диска при 1).  Уравнения (1) с ис-
пользованием (7) и (9) преобразуются к виду 

 
sin cos ;
sin cos .

r k A B
k B A

  (13) 

Подставляя (13) в (4), найдем   

 
1 sin cos

.
cos sin

A Bd
d B A

  (14) 

Из (14) следует, что /d d  при 

  0 arctg .A B   (15) 

В связи с этим целесообразно ввести новую функцию :   

  0.   (16) 
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Тогда уравнение (14) преобразуется к виду 

 1 2tg ;
tg

d C C
d

  (17) 

 
2

1 22 2

1 1 1
; .

1 1

A A B A B
C C

B A B A
 

Решение уравнения (17) можно представить так: 

 2 1
3 0 4

0 2 0 1 0

cos sinln ln ;
cos sin

C CC C
C C

  (18) 

 1 2
3 42 2 2 2

1 2 1 2
; .C CC C

C C C C
 

Здесь 0  — значение  при 0,  если принять 0 0b  и 0 1,  
то выполняется условие (11), если принять 0 0a  и 0 ,a  то вы-
полняется условие (10). Обоим условиям удовлетворить в общем случае 
невозможно. 

Из (18) следует, что ,  если 4 0,С  и 0,  если 4 0С  при 
1 2tg .C C  Поскольку 1,a  то во всем диске значение угла  

должно лежать в одном из интервалов 

  c c  или ,c c   (19) 

если 1 2 0,C C  и в одном из интервалов 

  c c  или 2 ,c c   (20) 

если 1 2 0.C C  Здесь 1 2arctg .с C C  Причем, если 1 2 0,C C   
то значение с  берется из интервала 0 / 2,с  если 1 2 0,C C   
то из интервала / 2 0.с  Подходящий интервал в (19) или (20) 
определяется значением 0.  В дальнейшем без ограничения общности 
можно полагать, что 0 2 .   

Уравнение (17) можно переписать как 

  
1 2

tg .
tg

d
d C C

  (21) 

Дифференцируя правую сторону уравнения (21) по ,  найдем, что  
как функция  достигает минимума, если 2 0,C  и максимума, если 

2 0,C  при 0  и .  В любом случае, решение не выходит за преде-
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лы отрезков 0,  и , 2 .  Окончательно, с учетом (19) и (20),  
получаем что решение для  должно принадлежать одному из следующих  
полуинтервалов или отрезков: 0 , ,c  , ,c  , c  или 

, 2c  при 1 2 0C C , и 0 , c , ,c , , 2c  
или 2 , 2c  при 1 2 0.C C  Причем функция от ( )  является мо-
нотонной на каждом промежутке. В связи с этим в (12) с помощью (16)  
и (17) можно перейти от дифференцирования по  к дифференцирова-
нию по .  В результате получим 

 
21 2

0

tg tg 1
tg cos

dt C C A B
d A A

  

 
1 2

1 tg tg
.

tg tg
A B

A B C C
 (22) 

В уравнении (22) параметр  должен быть исключен с помощью (18). 
Решение уравнения (22) при 1  должно удовлетворять условию 
  0.t   (23) 

Соответствующий параметр  определяется из (18), обозначим его как 
.b  Тогда решение уравнения (22), удовлетворяющее (23), запишем в виде 

 

21 2

0

1 2

tg tg 1
tg cos

.
1 tg tg

tg tg

b

C C A B
A A

t d
A B

A B C C

  (24) 

Зависимость толщины равнопрочного диска вдоль радиуса определяет-
ся в параметрическом виде из (18) и (24) с учетом соотношения / .tbh h e  

Предположение о плосконапряженном состоянии допустимо, если 
толщина плавно изменяется вдоль радиуса диска. Это условие можно 
представить в виде / ,dh dr  где  — заданное число. Используя (9)  
и определение t, это условие можно записать как  

  0 .t

b

dt be
d h

  (25) 

Обычно принимается, что параметр  может быть равен нескольким 
десяткам [18, 19]. Подставляя (24) в (25), определяем диапазон изменения 

,  в котором неравенство выполняется.  
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Особое решение. Уравнение (17) имеет особое решение const,  ко-
торое не следует из 

 общего решения. Конкретные значения  соответствуют крайним 
точкам интервалов в (19) и (20). Для исследования особого решения пред-
почтительнее вернуться к неизвестному параметру .  Значение ,  при ко-
тором реализуется особое решение, определяется из уравнения 

 1tg .s B A
  (26) 

Поскольку  не зависит от полярного радиуса, из (7) следует, что напря-
жения также не зависят от полярного радиуса. Кроме того, из (26) получим 

.r  Условия (10) и (11) показывают, что особое решение возможно, 
если  
  sin .a b sp p A   (27) 

Подставляя (26) в (12), определяем 

  .
cos s

A Bdt
d A

  (28) 

Решение уравнения (28), удовлетворяющее условию (23), имеет вид 

  2 1 .
2 cos s

A Bt
A

  (29) 

Неравенство (25) преобразуется к виду 

  2exp 1 .
cos 2 coss s

A BA B
A A

  (30) 

Профили равнопрочного диска. Полученные общее и особое реше-
ния являются аналитическими, за исключением необходимости численно-
го интегрирования в (24). В связи с этим основные особенности построе-
ния оптимального профиля диска могут быть проиллюстрированы с по-
мощью особого решения.  

Коэффициенты  и 1,  входящие в (7) посредством (8), определены 
для нескольких материалов по экспериментальным данным [20, 21]. Эти 
коэффициенты приведены в табл. 1. Для расчетов принимали 1/ 2,a  

0, 3  и 20.  
Левая часть (30) достигает максимума при  

  cos .s
m

A
B A

  (31) 
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Таблица 1 

Механические свойства материалов 

Коэффициент 
Материал 

AA3104 AA5182 AA6016 DC06 
 0,82 0,88 0,82 1,45 

1  1,36 1,04 1,00 1,03 

В случае свойств материала, приведенных в табл. 1, действительное  
значение m  получается только при cos 0.s  Таким образом, при 
cos 0s  выполнение неравенства (30) необходимо проверять только  
в точках a  и 1.  При cos 0s  выполнение неравенства (30) следует 
проверять в точках a  и 1,  если 1m  или ,m a  и в точках ,a  

m  и 1,  если 1.ma  Последний случай имеет место при 

  1 2 .с с   (32) 

Значения 1
с  и 2

с  приведены в табл. 2, там же даны максимальные 
значения параметра , обозначенные как max ,  при которых удовле-
творяется неравенство (30). При 4  профили равнопрочных дисков 
показаны на рис. 2, а при cos 0s  и на рис. 2, б при cos 0s .  

Таблица 2 

Характерные значения параметра  

Параметр 
Материал 

AA3104 AA5182 AA6016 DC06 Изотропный 
1

с  0,98 0,95 0,92 1,36 1,00 
2

с  3,94 3,81 3,68 5,45 4,00 

max , cos 0s  5,27 5,11 4,93 7,30 5,34 

max , cos 0s  19,73 19,06 18,41 27,25 20,00 

 
Профили для сплавов AA3104, AA5182, AA6016 и изотропного мате-

риала достаточно близки, особенно при cos 0.s  Это объясняется тем, 
что коэффициенты А и B, входящие в (7), достаточно близки. Таким обра-
зом, влияние анизотропии незначительно на уровне модели материала. 
Влияние анизотропии на профиль равнопрочного диска проявляется для 
материала DC06. 
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Рис. 2. Профили равнопрочных дисков при 4  и cos 0s  (а),  
cos 0s  (б) для сплавов AA3104 (1), AA5182 (2), AA6016 (3), DC06 (4)  

и изотропного материала (5) 

Заключение. Развит подход к определению профиля равнопрочного 
полого вращающегося диска, к внутреннему и внешнему радиусам которо-
го приложено давление, с учетом пластической анизотропии. Подход 
включает в себя контроль условия, которое позволяет считать, что пред-
положение о плосконапряженном состоянии приемлемо. Решение являет-
ся практически аналитическим (за исключением применения численного 
метода для вычисления обыкновенного интеграла). Подробно разобрана 
общая структура решения. При заданных геометрических параметрах  
и параметрах материала этот анализ позволяет найти интервалы измене-
ния независимой переменной, в которых может существовать решение. 
Количественные результаты приведены для четырех анизотропных и од-
ного изотропного материала. Показано, что в случае сплавов AA3104, 
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AA5182 и AA6016 профиль равнопрочного анизотропного диска незначи-
тельно отличается от профиля изотропного диска. Отличие более суще-
ственное для сплава DC06. Учитывая коэффициенты, характеризующие 
пластическую анизотропию (см. табл. 1), можно сделать вывод, что основ-
ное влияние на профиль равнопрочного диска оказывает коэффициент .  
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Abstract Keywords 
The paper presents a solution to determine the profile 
of a rotating hollow equal-strength disk under the 
plane-stress conditions. It assumes that uniform pres-
sure is applied to the disk outer and inner radii, and 
the disk material is plastically anisotropic. Elastic de-
formations are related to the Hooke’s law stresses. 
Transition to the plastic state is determined by Hill’s 
quadratic plasticity condition. The general solution  
is analytical, except for a need to compute the ordinary 
integral numerically. Of the three loading parameters 
(disk angular velocity, pressures on the outer and inner 
radii), only the two are independent for the equal 
strength disk. Qualitative analysis of the obtained solu-
tion is performed. The paper determines ranges  
in variation of the sought auxiliary variable, violation 
of its boundaries could not provide a solution.  
Restrictions on the boundary conditions are estab-
lished. In addition to the general solution, a special 
option is provided being completely analytical. The 
solution process verified acceptability of an assump-
tion on the plane-stress state. Profiles of the equal-
strength rotating disks are constructed for the four 
anisotropic materials using the experimentally deter-
mined anisotropy coefficients, and for an isotropic 
material satisfying the von Mises plasticity condition 

Rotating disk, equal-strength 
disk, plastic anisotropy, plane-
stress state, analytical solution 
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