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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача оптимизации эллиптической 
оболочки вращения переменной толщины, нагру-
женной внешним давлением, с учетом конструк-
тивно-технологических ограничений. Приведен 
вариант решения на основе сочетания хорошо из-
вестных численных методов: алгоритма поиска 
локального минимума некоторой функции и метода 
конечных элементов, определяющего эту функцию 
по заданным критериям. Предлагаемый вариант 
решения используется для широкого круга практи-
ческих задач оптимизации конструкций, когда  
не удается получить удобных для проектирования 
аналитических выражений. При этом не предпола-
гается ограничений при реализации алгоритма 
поиска минимума функции, метода конечных эле-
ментов, а также связывающего их программного 
обеспечения. Выполнен сравнительный анализ 
результатов в зависимости от начального положе-
ния в пространстве параметров и настроек приве-
денного алгоритма. В качестве начальных парамет-
ров рассмотрены два варианта. В первом в качестве 
начального положения в пространстве парамет- 
ров использована толщина в полюсе, полученная  
из условий устойчивости, во втором — максималь-
ная толщина, определенная из условия прочности  
по эквивалентным напряжениям. Показано, что 
применение ограничений по эквивалентным на-
пряжениям и критической нагрузке в качестве 
первых приближений отдельно друг от друга при-
водит к схожим результатам 
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Введение. При проектировании конструкций летательных аппаратов ост-
ро актуален вопрос их массового совершенства. Проблема сводится к по-
иску значений проектных параметров, называемых оптимальными, при 
которых обеспечивается работоспособность конструкции в заданных 
условиях при минимуме ее массы. Сложность такой постановки заключа-
ется в индивидуальности проектных параметров, накладываемых на них 
технологических и конструктивных ограничений, а также нагрузок в каж-
дом отдельном случае.  

Для ряда типовых конструкций и комбинаций нагрузок задача опти-
мизации может быть решена аналитически. Однако в ряде практических 
задач некоторые допущения могут казаться недостаточными или вовсе не-
допустимыми, поэтому более практичным представляется использование 
численных методов. 

Применение численных методов при проектировании предполагает 
реализацию алгоритма изменения параметров проектирования для полу-
чения оптимального результата.  

Известны методы топологической оптимизации [1–3], применяемые  
в различных областях машиностроения [4–6], в том числе в аэрокосмиче-
ской отрасли [7]. Некоторые из этих методов реализованы в программных 
комплексах конечно-элементного моделирования и могут быть использова-
ны при проектировании силовых конструкций [8, 9]. Однако границы при-
менимости этих методов зачастую задают конструктивно-технологические 
ограничения и выбор критериев, определяющих целевую функцию [10]. 

Простой перебор проектных параметров приводит к резкому увеличе-
нию времени проектировочного расчета. В связи с этим целесообразно со-
четание численных методов расчета с численными методами оптимизации. 
При таком подходе исходные данные для численного расчета определяются 
на основании полученных результатов использования алгоритма поиска 
минимума функции. 

В настоящей работе такой подход реализован для задачи расчета эл-
липтического днища переменной толщины, находящегося под действием 
внешнего давления. Такие конструкции имеют достаточно широкое при-
менение в различных отраслях машиностроения.  

Для эллиптических оболочек постоянной толщины имеются аналити-
ческие выражения для меридиональных и кольцевых напряжений, полу-
ченные на основе безмоментной теории [11–14]. Приведено выражение 
для определения критического давления потери устойчивости [15]. Отме-
тим, что данное выражение получено из формулы для сферической  
оболочки, которая в свою очередь рассматривалась как пологая [16, 17].  
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В случае переменной толщины эллиптической оболочки, аналитические 
выражения для определения критического давления отсутствуют. Это свя-
зано с достаточно сложной исходной системой уравнений, описывающих 
такую оболочку [18, 19]. 

Далее рассмотрена возможность оптимизации эллиптического днища 
переменной толщины в целях получения конструкции минимальной массы 
при учете конструктивно-технологических ограничений с помощью связки 
двух численных методов расчета: алгоритма поиска локального минимума 
некоторой функции и метода конечных элементов (МКЭ) в качестве мето-
да, вычисляющего критерии определения этой функции. В качестве алго-
ритма поиска локального минимума в настоящей работе рассмотрен из-
вестный численный метод  — алгоритм с адаптированным шагом измене-
ния проектных параметров. Этот алгоритм предполагает увеличение шага 
при движении в сторону экстремума и уменьшение шага при попадании  
в его область до изменения целевой функции в рамках заранее установлен-
ной точности [20]. В настоящей работе все проектные параметры являются 
геометрическими, поэтому границы их областей варьирования определя-
ются конструктивно-технологическими ограничениями. 

При таком подходе на первом этапе задаются начальные значения па-
раметров для проектирования. С помощью МКЭ рассчитывают и опре-
деляют значение целевой функции. На основе полученных результатов ал-
горитм локального минимума функции определяет следующие значения 
параметров проектирования и для них проводится новый расчет МКЭ. 
Процедура повторяется до тех пор, пока разность текущего значения целе-
вой функции и ее значения в предыдущей итерации не достигнет заданной 
точности.  

Постановка задачи. В рамках задачи рассматривается шарнирно-
опертая оболочка, нагруженная внеш-
ним давлением .p  Ввиду конструк-
тивно-технологических ограничений 
конструкция предполагает разделение 
на четыре участка, определяемых тол-
щинами ih  и радиусами jR  (рис. 1). 

Предполагается, что геометри- 
ческие параметры 3, , ,a b R  а также 
внешнее давление p  остаются постоян-

ными. Таким образом, варьируемыми параметрами являются толщины ih  
( i  = 1, 2, 3, 4) и радиусы jR  ( j  = 1, 2). 

Рис. 1. Геометрическая схема 
конструкции 
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Целевой функцией является отношение 
4

1
40

0 0
1

,
i i

i

i i
i

A h
Vf
V A h

 

где V  — объем конструкции; 0V  — объем конструкции при начальных па-
раметрах; iA  —  площадь поверхности, образованной вращением дуги i-го 
участка вокруг малой полуоси; 0iA  — площадь поверхности, образованной 
вращением дуги i-го участка вокруг малой полуоси при начальных парамет-
рах; 0ih  — начальная толщина i-го участка. 

Критериями f  существования в той или иной точке пространства 
проектных параметров выступают собственное значение ,  соответству-
ющее первой форме потери устойчивости, и максимальные эквивалентные 
напряжения э ,  удовлетворяющие соотношениям 

min
1;    

э
1,  

где min  — минимальное допустимое значение ;   — допускаемые 
напряжения. 

Критерии  и э  могут быть вычислены в любом программном ком-
плексе, основанном на МКЭ. Для этого на Python реализован управляющий 
модуль, цель которого извлекать из алгоритма поиска локального миниму-
ма текущие значения проектных параметров ih  и ,jR  передавать их в реша-
тель комплекса МКЭ, извлекать критерии  и э  из результатов решения  
и передавать их в основной алгоритм для вычисления критерия .f  

Приближение от постоянной толщины, обеспечивающей устойчи-
вость. В качестве первого приближения предлагается использовать посто-
янную толщину hi0 = тр по всем участкам оболочки, определяемую из вы-
ражения  

2 2
тр

кр 4 ,
E b

p p k
a

 

где крp  — критическое давление потери устойчивости; k  — коэффициент, 
определяемый по [15]; E  — модуль упругости материала. 

После завершения работы алгоритма он запускается заново с получен-
ными значениями параметров в качестве начальных до тех пор, пока раз-
ность результатов станет несущественной и будет удовлетворять заданной 
точности расчета. 



И.Д. Бондарев, Л.В. Фёдоров 

24  ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2025. № 2 

Алгоритм поиска локального минимума подразумевает изменение ша-
гов ih  и ,jR  поэтому получаемые результаты зависят от их начальных 
значений 0ih  и 0.jR  Изменение целевой функции при 0 тр0,025ih  
и 0 0,01jR a  приведено на рис. 2, а, в. Здесь и далее каждый запуск алго-
ритма отделен вертикальной штриховой прямой и обозначен соответ-
ствующим числовым значением (1–4). Во избежание загромождения гра-
фиков критерий по эквивалентным напряжениям не изображен, посколь-
ку выполнен в каждой итерации расчета по МКЭ. 

Рис. 2. Изменения целевой функции при 0 тр0, 025ih  (а–г):  
0 0, 01 ,jR a  f = 0,738 (а); 0 0, 015 ,jR a f = 0,743 (б);  

0 0, 01 ,jR a f = 0,776 (в); 0 тр0, 01 ,ih 0 0, 01 ,jR a f  = 0,784 (г);  
синие и красные кривые — 0V V  и min   

Для заданных начальных параметров hi и Rj результатом расчета  
является набор проектных параметров 1 2h h 00,9 ;ih  3h  = 00,8 ;ih  4h  =  
= 00,65 ;ih  1R = 0,18a; 2R  = 0,55a, соответствующих значению целевой 
функции f = 0,738. Таким образом, использование приведенного алгорит-
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ма позволяет сэкономить более 25 % массы конструкции по сравнению  
с оболочкой постоянной толщины.  

При увеличении начального шага 0 0,015jR a  ввиду отдаленности  
от оптимума на начальных итерациях возможны чрезмерные увеличения 
шагов, что способно привести к ошибкам типа 1R  > 2R  или 1R  < 0  и деста-
билизации счета (рис. 2, б). При этом полученный минимум критерия  
f  = 0,743 оказывается близким к определенному ранее.  

Увеличение шага 0 тр0,025ih  при 0 0,01jR a  в меньшей степени 
дестабилизирует счет, однако полученный оптимум f  = 0,776  более най-
денного ранее, с начальными шагами 0 тр0,025ih  и 0 0,01jR a  (см. 
рис. 2, в). 

Уменьшение шага 0 тр0,01ih  при 0 0,01jR a  приводит к излиш-
ней чувствительности алгоритма к локальным минимумам и, как след-
ствие, к значительному увеличению затрат вычислительных мощностей. 
При этом полученный через большое число итераций результат f  = 0,784 
оказывается больше полученного ранее (рис. 2, г). 

Уменьшение шага 0jR  < 0,01a нецелесообразно, поскольку это требу-
ет чрезмерного уменьшения размеров конечных элементов, увеличения 
числа узлов и, как следствие, затрат вычислительных ресурсов в каждой 
итерации расчета по МКЭ.  

Приближение от толщин, обеспечивающих прочность по эквива-
лентным напряжениям. В качестве первого приближения также возмож-
но использование контура, переменная толщина которого обеспечивает 
постоянство эквивалентных напряжений (рис. 3). В этом случае толщина 

определяется из выражений: 

 
42 2

1 2; 2 ;
2 2
pc pc a

b b c
 

2 4 2 2 2( );c a x a b    2 2э 1 21 2 ,  

где 1 — меридиональное напряжение; 2  — кольцевое напряжение; x  — 
координата от полюса вдоль большой полуоси. 

В качестве начальной толщины i-го участка ih  выбрана максимальная 
толщина этого участка в соответствии с рис. 3. Для возможности сопо-
ставления результатов, получаемых от разных приближений, начальные 
шаги 0ih  и 0 ,jR  а также 0V  принимаются такими же, как и на рис. 2, а. 
Изменение целевой функции приведено на рис. 4. 
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Рис. 3. Толщина контура, 
обеспечивающая постоянство 
эквивалентных напряжений 

 

 
Рис. 4. Изменение целевой функции 
при 0 тр0,025ih  и 0 0,01 ;jR a  
синие и красные кривые — 0V V   

и min (приближение от толщин, 
обеспечивающих прочность  

по эквивалентным напряжениям) 

Результат f  = 0,745 оказывается близким к результату, найденному  
по приближению от постоянной толщины, обеспечивающей устойчивость 
оболочки. При этом для его достижения потребовалось больше итераций 
расчетов по МКЭ. Однако следует отметить, что число итераций зависит  
от начального отдаления оптимума. Оно в этой формулировке определя-
ется переменной толщиной, обеспечивающей постоянство эквивалентных 
напряжений, которая в свою очередь зависит от соотношения a и b.  

Заключение. Решена задача оптимизации гладкой эллиптической обо-
лочки вращения, нагруженной внешним давлением, с учетом конструк-
тивно-технологических ограничений. Предложен подход комбинирования 
алгоритма поиска локального минимума некоторой функции с МКЭ, опре-
деляющим эту функцию по заданным критериям. При этом рассмотрены 
отличия получаемых результатов в зависимости от настроек алгоритма  
и начального положения в пространстве параметров. Установлено, что  
в качестве начальных могут быть использованы параметры, которые соот-
ветствуют предельным значениям каждого критерия. Так, в рассмотренной 
задаче использование в качестве первых приближений ограничений по мак-
симальным эквивалентным напряжениям и ограничений по критической 
нагрузке приводят к схожим результатам. При этом параметры, соответ-
ствующие границам допустимых значений критериев, могут быть определе-
ны по известным зависимостям. 
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Abstract Keywords 
The paper considers a problem of optimization of the 
revolving elliptical shell of the variable thickness loaded 
with external pressure taking into account the design 
and technological limitations. It presents a solution 
option based on combination of the well-known nu-
merical methods including an algorithm for finding the 
local minimum of a certain function and the finite 
element method that determines this function by the 
specified criteria. The presented approach is applicable 
to solving this problem, since it is used for a wide range 
of practical problems in design optimization, when it is 
impossible to obtain analytical expressions convenient 
for the design. In this case, no restrictions are assumed 
in implementing the algorithm for finding the function 
minimum, the finite element method, and the software 
that connects them. A comparative analysis of the ob-
tained results is performed depending on the initial 
position in space of the parameters and settings of the 
presented algorithm. Two options are considered as the 
initial parameters. In the first, the pole thickness ob-
tained from the stability conditions is applied as the 
initial position in the parameter space. In the second, 
the maximum thickness obtained from the strength 
condition for the equivalent stresses is used. The paper 
shows that using the equivalent stress and critical load 
constraints as the first approximations separately from 
each other leads to similar results 

Revolving elliptic shell, opti-
mization, local minimum, finite 
element method, strength, sta-
bility 
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