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Аннотация Ключевые слова 
В  общем случае предположено, что под действием 
аддитивных и мультипликативных возмущений 
возбуждается каждый элемент линейной механиче-
ской системы. Решение выполнено методом Бого-
любова в два приближения с небольшим изменени-
ем. Движение представляется в виде суммы «мед-
ленной» и «быстрой» составляющих. Предложена 
формализация задачи, позволившая в векторном 
уравнении движения выделить воздействия как 
скалярные элементы с матричными коэффициен-
тами специального вида, что принципиально уп-
ростило аналитические преобразования. Поскольку 
внешние воздействия представляют собой аперио-
дические процессы, то во втором приближении 
осреднение быстрых гармоник на периоде замене-
но сегрегацией движений, как и в первом прибли-
жении. Показано, что в системе могут возникнуть 
низкочастотные колебания на комбинационных 
частотах гармоник внешних воздействий, включа-
ющих в себя множественные обычные и парамет-
рические резонансы, а также постоянные состав-
ляющие. Используемая формализация позволила 
не только единообразно описать все возможные 
варианты приложения аддитивной и мультиплика-
тивной составляющих нагрузки, но и получить 
решение поставленной задачи структурно в том же 
виде, что и для скалярного уравнения. Приведен 
пример, в котором результаты сопоставлены с ре-
шением, полученным численным моделированием 
движения  
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Введение. Динамические эффекты, свойственные механическим системам 
под действием аддитивных и мультипликативных возмущений, известны 
давно. Впервые такие динамические эффекты механических систем выяв-
лены при исследовании динамики физического маятника с изменяемыми 
параметрами или маятника, точка крепления которого совершает верти-
кальные колебания.  

Маятник представляет собой простую систему с одной степенью свобо-
ды, что дает возможность получить аналитическое решение. Динамическое 
поведение параметрически возбужденного маятника во многом аналогич-
но поведению и других более сложных систем, например, многостепен-
ному маятнику. Динамика системы описывается уравнениями Матье  
или Хилла. В зависимости от свойств внешнего возбуждения существуют 
два варианта рассмотрения задачи [1]. 

Вариант 1. Потеря устойчивости и динамическое поведение систе-
мы при воздействии в области низких частот. При внешнем возбужде-
нии в системе возникают параметрические и аддитивные резонансы. Из-
вестным результатом исследования области неустойчивости является, 
например, диаграмма Айнса — Стретта, на которой обозначены границы 
областей неустойчивости для маятника при вертикальном воздействии  
в форме синуса [2]. Такая задача в несколько других, более общих постанов-
ках приведена в [3–6]. Динамика линейной системы при двух периодиче-
ских воздействиях рассмотрена в [7, 8], при этом возникают параметриче-
ские резонансы на частоте, равной разности частот внешних воздействий.  

Вариант 2. Частоты внешних воздействий существенно превыша-
ют собственную частоту системы. Маятник, расположенный верти-
кально (в перевернутом положении, что соответствует максимальной  
потенциальной энергии), становится устойчивым. Первые результаты  
решения этой задачи получены академиком П.Л. Капицей [9]. Основопола-
гающие результаты в проблеме повышения устойчивости механических си-
стем за счет вибраций опубликованы В.Н. Челомеем [10, 11]. Для их получе-
ния использован метод, разработанный Н.Н. Боголюбовым и развитый 
Ю.Л. Митропольским [12, 13]. Эти результаты обобщены для маятника  
с многими степенями свободы [14, 15]; эксперимент и теория маятника  
с тремя степенями свободы рассмотрены в [16].  

Представляет интерес задача, являющаяся обобщением задачи при 
вертикальной вибрации маятника, а именно, при косой вибрации, когда 
угол направления вибрации отличен от 0 и / 2.  При этом возникает 
стационарное перемещение (уход) маятника. Этот эффект проявляется  
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в образовании паразитных перемещений стрелок приборов и во вращении 
гаек в незатянутых резьбовых соединениях [12, 17].  

Важной особенностью результатов, полученных в [18–20], является  
то, что они справедливы при условии периодичности внешних воздействий 
и, как частный случай, синусоидальных. Если снять это ограничение,  
то число вариантов динамического поведения параметрически возбуж-
даемых систем существенно увеличивается и границы между двумя 
подходами стираются [21]. 

Решение задачи. Полагаем, что к каждому элементу линейной системы 
с n  степенями свободы приложены аддитивная и мультипликативная  
составляющие возмущения в виде гармоник с некратными частотами 

1 2, , .i ip p i  При  этом  необходимо, чтобы выполнялось следующее усло-
вие: 1 2min( , ),n i i

i
p p  где n  — наибольшая собственная частота си- 

стемы. Тогда систему уравнений движения можно записать следующим об-
разом: 

 1 2
1

cos cos , 1, ,
n

i i ij j ii i i i i
j

m x c x c x p t a p t i n   (1) 

где im  — масса; ijс  — жесткость;  — малый параметр; iiс  — диагональный 
элемент матрицы жесткости; ia  — амплитуда аддитивного воздействия. 

Введем в рассмотрение понятия матричной ( )iiI  и векторной ( )iI  
единиц, все элементы которых равны нулю, за исключением элементов  
с номерами ii  и i, равных единице. Понятно, что с их помощью можно 
представить любую матрицу или вектор в виде суперпозиции по элемен-
там. Они позволяют формализовать задачу в очень удобном векторном ви-
де для аналитического решения в принципе так же, как и для системы с од-
ной степенью свободы. Преобразуем систему уравнений (1) и получим: 

1 2
1 1

cos cos
n n

ii ii i i i i
i i

MX C I c p t X I a p t  

или 

 1 2
1 1

cos cos ,
n n

i i i i
i i

X R E B p t X F p t   (2) 

где 1
т

1 2diag ( , ); [ ] ; ( , , ..., ) ;ij
ni nM m i C c X x x x 1 ;R M C  E  — еди-

ничная матрица; 1 ;ii iiiB c C I  1 .i iiF M I a  
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Отметим, что уравнение (2) структурно полностью совпадает с урав-
нением Хилла, но только с правой частью, как, например, для маятника  
с косой вибрацией точки подвеса [16]. Введенная формализация удобна 
еще и тем, что любая комбинация приложения внешних нагрузок не из-
меняет вид уравнения (2), преобразуются только коэффициенты. Допу-
стим, что к элементу системы с номером k приложено мультипликатив-
ное  полигармоническое  воздействие,  а к  элементу  системы с номером  
l — только аддитивное. Тогда в уравнении (2) коэффициенты iB  и iF  
трансформируются к виду: 

( ) ( )1 1, .k l
kk ii l ii iB C I c F M I a  

Представим решение уравнения (2) в виде суперпозиции движе- 
ний — медленного 0X  c частотами порядка собственных и быстрого X   
с частотами внешней нагрузки: 
 0 .X X X   (3) 
Подставив решение (3) в уравнение (2), получим 

0 0 1 0
1

cos
n

i i
i

X X RX R B p tX R X   

 1 2
1 1

cos cos .
n n

i i i i
i i

R B p t X F p t  (4) 

В первом приближении полагаем, что X  0, также необходимо, чтобы 
равенство (4) выполнялось для быстрой и медленной составляющих раз-
дельно. Тогда 

 
0 0

2 1 0
1 1

0;

cos cos .
n n

i i i i
i i

X RX

X F p t R B p t X  (5) 

После интегрирования (5) при допущении 0X  const имеем: 

 1 0 22 21 11 2

1 1cos cos .
n n

i i i i
i ii i

X R B p t X F p t
p p

  (6) 

Во втором приближении подставим (5) и (6) в уравнение (4), затем, выпол-
нив простые преобразования с сегрегацией «быстрой» и «медленной» со-
ставляющих, получим уравнение медленного движения в следующем виде: 

0 1 1 02, 1 1

1 1 cos( )
2

n
i j i j

i j j
X R E B RB p p t X

p
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 1 22, 1 2

1 1 cos( ) .
2

n
i j i j

i j j
R B F p p t

p
 (7) 

Полагаем, что наиболее интересно, когда комбинационные частоты 
1 1 1 2,i j i jp p p p  достаточно малы и определяют медленное движение. 

Характер уравнения (7) указывает, что в общем случае решение весьма 
«многолико» и может содержать в принципе множественные обычные  
и параметрические резонансы, а также постоянные составляющие. При 
i j  в левой части уравнения проявляется постоянная составляющая, 
которая определяет известный эффект повышения жесткости системы при 
быстрых параметрических вибрациях [6], что трансформирует спектр 
собственных частот и, как показано в [9], увеличивает ее устойчивость. Для 
наглядности рассмотрим некоторые конкретные варианты.  

Вариант 1. Аддитивное и мультипликативное воздействия прило-
жены только к одному элементу с номером :k  

 0 0 2 12 2
1 2

1 1 cos( ) .
2 2k k k k k k

k k
X R E B RB X RB F p p t

p p
  (8) 

Несложно получить частное решение уравнения (8): 
1

20 1 2 2 12 2
1 1

.
1 1 ( ) cos( )

2 2 k k k k k k k k
k k

X R E B RB p p E RB F p p t
p p

 

Понятно, что в системе возможен резонанс при совпадении комбина-
ционной частоты с одной из собственных, а при 1 2k kp p p  взамен 
колебаний возникает постоянная составляющая 0:X  

1

0 2 2
1 1 .

2 2 k k k kX E B RB B F
p p

 

Вариант 2. К предыдущему варианту нагрузки добавляется парамет-
рическое воздействие на элемент с номером 1: 

0 2 2
1 1

1 1 02 2
1 1

1 2 1 22 2
2 2

1 1 1
2

1 1 cos( )

1 1 1cos( ) cos( ) .
2

k k l l
k l

l k k l k l
k l

k k k k l k l k
k k

X R E B RB B RB
p p

B RB B RB p p t X
p p

R B F p p t B F p p t
p p
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Из уравнения следует, что теоретически в системе могут одновременно 
возбудиться три резонанса, один из которых параметрический; возможны 
и различные варианты постоянных составляющих в решении. 

Обо щим результаты, распространив их на систему с диссипацией энер-
гии путем введения в уравнение (2) члена ,QX  Q  может задаваться раз-
личными способами, например, как диагональная матрица коэффициентов 
диссипации. Тогда соотношение (5) преобразуется к виду 

 2 1 0
1

cos cos .
n

i i i i
i

X Q X F p t RB p t X   (9) 

Выполнив простые преобразования с учетом того, что 0 const,X  
получим частное решение уравнения (9) в виде 

 1 1 1 1 0 2 2 2 2
1

( cos sin ) cos sin ,
n

i i i i i i i i
i

X L p t H p t X L p t H p t   (10) 

где 
11

2 21 22 2
1 1

1 1
2 21 22 2

1 1

1 1; ;

1 1; .

i ii i i
i i

i ii i i
i i

L E Q RI L E Q F
p p

H Q E Q RI H Q E Q F
p p

 

Выполнив аналогичные предыдущему варианту операции, имеем сле-
дующее уравнение для медленного движения: 

 
0 0 1 1 1 1 1 1 0

, 1

1 cos( ) sin( )
2

n
i j i j j j i j

i j
X QX R E B L p p t B H p p t X   

 
2 1 2 2 2 2

, 1

1 cos( ) sin( ) .
2

n
i j i j j j j i

i j
R B L p p t B H p p t  (11) 

Получение и сравнение результатов. Для иллюстрации полученных 
результатов рассмотрим модель системы  
с двумя степенями свободы (рис. 1). К вто-
рой массе приложены аддитивное и мульти-
пликативное воздействия; применено урав-
нение медленного движения (8) (вариант 1), 
которые заданы функциями 

2 2 12 2 22( ) ( ) cos ; ( ) cos .g t x t p t s t A p t  

Приведем численные значения параметров системы: 1с  = 20 Н/м;  
2с  10 Н/м; 1m  3 кг; 2m  5 кг;  1000;  0,2; 1 2  2,5. 

Рис. 1. Модель системы 
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Приближенное решение 0 ( ), 1, 2ix t i  полученное в настоящей рабо-
те, сравнивалось с результатами численного моделирования ( )ix t  исход-
ного уравнения движения. Расчеты проводились с помощью программно-
го пакета Wolfram Mathematica. На рис. 2, 3 сплошной кривой приведены 
графики 0 ( ),ix t  штриховой — ( ).ix t  Анализ проводился для следующих 
вариантов. 

Вариант 1. Режим совпадения частот: 12 22p p  = 11 Гц (см. рис. 2). 

Рис. 2. Графики движения первого (а) и второго (б) тел;  
режим совпадения частот  

После затухания переходных процессов постоянные составляющие ре-
шения равны 01x   –3,139 ∙ 10–4 м, 02x   –9,419 ∙ 10–4 м, 1x   –3,074 ∙ 10–4 м, 

2x   –9,334 ∙ 10–4 м,  с  погрешностями 1   2,12 %; 2  0,91 %. 
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Вариант 2. Резонансный режим. Собственные частоты с учетом того, 
что внешнее параметрическое воздействие трансформирует собственный 
спектр системы, определяются выражением 

0 2
12

0, 2251
0, 5032

iiR E B RB
p

 Гц. 

Частотам внешнего воздействия в таком случае присваиваются следу-
ющие значения: 12p  = 11 Гц, 22 12 0 21( ) .p p  Рассмотрение режима  
на частоте 0 11( )  приводит к схожим результатам (см. рис. 3). 

Рис. 3. Графики движения первого (а) и второго (б) тел (резонансный режим)  

После затухания переходных процессов средние погрешности по ам-
плитудным значениям составляют 1  = 3,2 %, 2  = 1,2 %. 
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Выводы. Высокочастотные аддитивное и мультипликативное поли-
гармонические воздействия с некратными частотами генерируют низкоча-
стотные колебания всех типов, если комбинационные частоты гармониче-
ских составляющих попадают в диапазон спектра собственных частот си-
стемы. 

Предложенная формализация позволила записать векторное урав-
нение движения многомерной системы, совпадающее с уравнением Хилла. 
Это дало возможность получить решение в удобном для анализа виде; 
установить его характер в каждом конкретном случае нагружения (резо-
нансные режимы, постоянные составляющие, трансформация спектра 
собственных частот). 

Использование в методе Боголюбова во втором приближении повтор-
ной сегрегации по частотам (как в первом приближении) вместо осредне-
ния высокочастотных членов на периоде позволяет избежать трудности, 
если процессы по существу апериодические (полигармоника с некратными 
частотами). 
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Abstract Keywords 
The paper assumes that in a general case each element 
of a system is being excited. It provides solution by the 
Bogolyubov method in two approximations with 
a slight modification. Motion is represented as the sum 
of the “slow” and “fast” components. Problem formali-
zation is proposed making it possible to identify influ-
ences in the motion vector equation as the scalar ele-
ments with the matrix coefficients of a special form, 
which fundamentally simplified the analytical trans-
formations. Since external influences appear to be the 
aperiodic processes, fast harmonics averaging over 
a period in the second approximation is replaced by 
the motion segregation, as in the first approximation. 
The paper shows that low-frequency oscillations could 
appear in the system at combination frequencies of the 
external influence harmonics, including the multiple 
ordinary and parametric resonances, as well as the 
constant components. The formalization used makes 
it possible not only to uniformly describe all the possi-
ble options in applying the load additive and multipli-
cative components, but also to obtain a solution to the 
problem posed structurally in the same form as for the 
scalar equation. The results are confirmed by an ex-
ample, where they are compared with the solution 
obtained by the motion numerical simulation 

Linear system, additive influ-
ences, parametric influences,  
slow motion, fast motion, segre-
gation, resonance, constant 
component 
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