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Аннотация Ключевые слова 
Предложена методика обработки результатов мо-
дальных испытаний, основанная на представлении 
демпфирования в окрестности резонансных пиков 
в виде функции от частоты колебаний. Такой под-
ход применен для повышения качества идентифи-
кации модальных параметров систем с проявлени-
ями нелинейностей. Методика позволяет учитывать 
изменения демпфирования в окрестности резо-
нансных пиков, возникающих в основном из-за 
зависимости демпфирования от амплитуды коле-
баний, а также существенную несимметричность 
пиков, обычно связанную с проявлением гистере-
зиса при уменьшении или возрастании частоты 
колебаний. При обработке на основе эксперимен-
тально полученных амплитудно-частотных и фазо-
частотных характеристик построена функция демп-
фирования, характеризующая изменение демпфи-
рования в конструкции от частоты колебаний. 
В окрестности резонансных пиков проведена ап-
проксимация функции демпфирования полиномом 
второй степени для определения соотношения 
между коэффициентами полинома. Методом наи-
меньших квадратов выполнен итерационный под-
бор коэффициентов демпфирования для каждого 
тона колебаний с учетом взаимного влияния тонов. 
Методика реализована в среде MATLAB. Верифи-
кация проведена сравнением результатов обработ-
ки с результатами, полученными с помощью мето-
дов PolyMAX, Time MDOF и метода половинной 
мощности 
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Введение. Модальные испытания применяются для определения частот, 
форм и декрементов тонов собственных колебаний. На основе результатов 
испытаний проводится верификация математических моделей объекта 
испытаний, а при серийном производстве выявляются неточности, воз-
никшие на этапах изготовления и сборки. Важность экспериментального 
модального анализа обусловлена еще тем, что это единственный способ 
определения фактических значений параметров демпфирования, опреде-
ляющих уровни откликов конструкции на внешнее воздействие. 

В ракетостроении актуальность модального анализа особенно высока 
из-за необходимости учета влияния собственных тонов колебаний кон-
струкции на систему управления и стабилизации летательного аппарата 
(ЛА). Упругие динамические характеристики ЛА могут существенно вли-
ять на точность навигации и стабилизации, поэтому закладываются в его 
систему управления.  

Идентификация модальных параметров по полученным амплитудно-
частотным характеристикам (АЧХ) может быть затруднена в связи со вза-
имным влиянием тонов колебаний, а также проявлением нелинейности 
объекта испытаний. В частности, это может проявляться в виде суще-
ственной несимметричности АЧХ в окрестности резонансной частоты.  

Существующие методы обработки результатов модальных испытаний 
предполагают наличие некоторой математической модели объекта испыта-
ний. Чаще всего эта модель основана на гипотезе Базиля, т. е. на предполо-
жении описания с помощью набора не связанных между собой уравнений 
гармонического осциллятора. При колебаниях, хорошо разделенных по ча-
стотам тонов, для определения частоты колебаний и коэффициента модаль-
ного демпфирования отдельно взятого тона эти уравнения могут быть ис-
пользованы по отдельности (метод SDOF [1]), при наличии же близких то-
нов уравнения используются совместно (метод MDOF [1]). В уравнения 
движения по каждому тону колебаний закладывается некоторая модель 
демпфирования, чаще всего пропорционального скорости. В ряде работ 
успешно применены альтернативные модели диссипативных сил, пропор-
циональных перемещениям [2, 3], также и перемещениям и ускорениям  
[4, 5]. В настоящей работе предложена более сложная модель, в которой од-
новременно присутствуют диссипативные силы, пропорциональные пере-
мещениям, скоростям и ускорениям. В этом случае в уравнениях, описыва-
ющих АЧХ, вместо отдельного коэффициента, учитывающего влияние 
демпфирования, появляется функция, являющаяся полным квадратичным 
полиномом от частоты вынуждающей силы. В предлагаемой методике при-
нято, что данная функция является произвольной функцией частоты, опре-
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деляемой в ходе эксперимента. Она названа «функцией демпфирования». 
При определении собственных частот и коэффициентов демпфирования 
функция локально, на некотором диапазоне частот, аппроксимируется по-
линомом второй степени. В рамках моделей демпфирования, принятых  
в работах [2–5], отдельные слагаемые могут быть интерпретированы как 
вклад конструкционного демпфирования, пропорционального перемеще-
нию, вязкого демпфирования, пропорционального скорости, и демпфиро-
вания, обусловленного ударами из-за наличия люфтов [4, 5]. Предложенный 
алгоритм определения функции демпфирования существенно сложнее тра-
диционного способа нахождения логарифмического декремента колебаний 
по ширине резонансного пика. Этот алгоритм предполагает совместное ис-
следование АЧХ и фазочастотных характеристик (ФЧХ) в некоторой 
окрестности резонансного пика для определения численных значений ко-
эффициентов полинома. Эти дополнительные затраты оправдываются тем, 
что удается лучше аппроксимировать пики АЧХ с ярко выраженной асим-
метрией и в некоторых случаях выявить скрытые, не проявляющиеся  
на АЧХ тона колебаний. Приведено сравнение обработок результатов испы-
таний элементов конструкций с использованием разработанной методики  
и с помощью программного пакета PolyMAX [6, 7] кампании LMS, а также 
метода Pick Picking [8], используемого для обработки результатов испыта-
ний систем с хорошо разделенными тонами колебаний. 

Функция демпфирования. Рассмотрим модальные испытания, про-
водимые с использованием синусоидального возбуждения с плавно изме-
няющейся частотой. Приведем описание механизмов демпфирования, 
позволяющих аппроксимировать функцию демпфирования полиномом 
второй степени [1–8].  

Обычно выделяют три основных механизма демпфирования: внешнее 
вязкое трение, внутреннее трение в материале и конструкционное демпфи-
рование, обусловленное действием сил сухого трения. В сложных кон-
струкциях, таких как ЛА, взаимодействуют все три механизма диссипации 
энергии, что приводит к сложной, нелинейной зависимости демпфирова-
ния от большого числа факторов. При этом зачастую основным механиз-
мом рассеяния энергии является сухое трение, которое, как известно,  
не зависит от частоты колебаний. Способ учета демпфирования, не зави-
сящего от частоты колебаний, предложен и обоснован Е.С. Сорокиным [9]. 
При использовании для анализа стационарных гармонических колебаний 
метода комплексных амплитуд [10] трение по способу, обоснованному  
Е.С. Сорокиным, представляется в динамических уравнениях движения 
мнимой частью матрицы жесткости: 
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 1 .kMx K i f x P    (1) 

Здесь M  — матрица масс; K  — матрица жесткости; ,x x  — векторы 
ускорений и перемещений узловых точек; i  — мнимая единица; kf  — без-
размерный коэффициент; P  — внешняя вынуждающая сила, изменяюща-
яся по гармоническому закону. Физически мнимая часть матрицы жестко-
сти соответствует позиционным силам сухого трения, которые при гармо-
нических колебаниях будут изменятся в противофазе со скоростью. 

На практике используется модель вязкого трения, пропорционального 
вектору скорости узловых точек .х  В таком случае уравнение вынужден-
ных колебаний имеет вид 

 ,Mx Dх K x P    (2) 

где D  — матрица демпфирования. 
Недостатком модели (2) является плохое соответствие эксперимен-

тальным исследованиям, согласно которым элементы ЛА могут иметь  
нелинейную зависимость демпфирования и жесткости от амплитуды ко-
лебаний [11–13]. Для решения этой проблемы используются модели демп-
фирования, зависящие от амплитуды колебаний [13, 14], примерами кото-
рых являются либо методы эквивалентной линеаризации [15], либо выра-
жение  
  2

0 ( ),x c x d x x p x f t   (3) 

где ,c d  — коэффициенты, характеризующие линейное и нелинейное вяз-
кое демпфирование. 

Существует проблема, связанная с явлением переброса, когда при по-
стоянной амплитуде вынуждающей силы наблюдается диапазон вынуж-
дающих частот, в котором возможны три различных значения амплитуды 
отклика. Переброс приводит к существенной асимметрии АЧХ в окрестно-
сти резонансных пиков, что существенно осложняет идентификацию мо-
дальных характеристик. Классическим примером системы, в которой 
наблюдается явление переброса, служит пружина с нелинейной зависимо-
стью восстанавливающей силы от растяжения [16]: 

 32 ( ).x x x x f t   (4) 

Для определения эквивалентного демпфирования и разделения близ-
ких тонов колебаний в условиях возникновения переброса в [4, 5] при 
описании диссипации энергии совместно использованы мнимые состав-
ляющие матрицы жесткости и матрицы массы, а также разделение диапа-
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зонов частот на интервалы. Предположение о физической интерпретации 
введенной составляющей приведено в [4]: «…мнимую часть коэффициен-
тов матрицы масс можно рассматривать как коэффициенты конструкци-
онного демпфирования, обусловленного ударами и другими контактными 
взаимодействиями, изменяющими кинетическую энергию колебаний…».  
В уравнении вынужденных колебаний, согласно модели М.С. Галкина  
и   Б.В. Григорьева (5), присутствуют два безразмерных коэффициента mf  
и kf , характеризующих демпфирование: 

 1 1 .m kM x i f K x i f P   (5) 

Следовательно, в различных представлениях уравнений вынужденных ко-
лебаний слагаемые, определяющие рассеяние энергии, могут включать  
в себя векторы узловых перемещений, скоростей и ускорений. Предполо-
жим, что в уравнение стационарных гармонических колебаний входят все 
три слагаемые:  

 1 1 exp ( ) .m kM x i f D x K x i f P i pt   (6) 

Рассмотрим (в рамках гипотезы Базиля) вынужденные гармониче- 
ские колебания для одного тона колебаний. Для этого запишем уравнение 
гармонического осциллятора с тремя коэффициентами демпфирования: 

 2 01 1 exp ( ) .mx i f х kx i f P i pt   (7) 

Здесь m  — точечная масса; ,x  х  и x — ускорение, скорость и перемеще-
ние точечной массы; 2,f  ,  0f  — безразмерные коэффициенты; k  — 
жесткость пружины; P — амплитуда вынуждающей силы; p  — частота 
внешнего воздействия;  — начальная фаза. Решение уравнения (7) будем 
искать в виде 

  1exp .x A i pt   (8)  

Для записи решения введем новую переменную, характеризующую 
вязкое демпфирование  

  1 ,f
km

  
 
(9) 

а также коэффициент расстройки 

  
0

.p mp
k

   (10) 
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Из (8) выразим частоту колебаний 

  .kp
m

   (11) 

После подстановки (8) и (11) в выражение (7) получим: 

 2 2 1 01 1 .kA i f i f i f Р
 
 
 

(12) 

Из формулы (12) можно выделить так называемую функцию демпфирова-
ния, которая вследствие включения в динамическое уравнение движения 
трех видов демпфирования является полным квадратичным полиномом 
от частоты:  

 2
0 1 2( ) .f f f f    (13) 

При аппроксимации АЧХ в окрестности пиковых значений удобнее 
использовать полный квадратичный полином, чем отдельно взятые слага-
емые, а отдельные коэффициенты полинома позволяют оценить характер 
демпфирования. Формально порядок полинома можно увеличить, но при 
этом возникают вопросы, связанные с физической интерпретацией коэф-
фициентов полинома при степенях частоты выше второй.  

Алгоритм обработки результатов испытаний с учетом нелинейной 
зависимости демпфирования от частоты. Последовательность действий 
для обработки результатов модальных испытаний можно условно поде-
лить на два этапа. 

1. Исследование зависимости демпфирования от частоты колебаний  
и получение функции демпфирования по результатам эксперимента. 

2. Итерационный подбор коэффициентов демпфирования с помощью 
метода наименьших квадратов на интервале частот, определение резо-
нансных частот и коэффициентов демпфирования. 

Исследование зависимости демпфирования от частоты колебаний. 
Отметим, что характер сил, вызывающих рассеяние энергии, не сильно 
сказывается на виде АЧХ и ФЧХ. Пиковые значения АЧХ определяются 
уровнем рассеяния энергии, а не способом рассеяния. Это позволяет прак-
тически использовать представление об эквивалентном вязком демпфиро-
вании [9]. Для выявления функции демпфирования из экспериментальных 
данных требуется специальная процедура. Функцию демпфирования 
можно определить, используя совместно АЧХ и ФЧХ или действительную 
и мнимую части АЧХ. Найдем соответствующее представление.  
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       Перемещение при статическом приложении внешней силы имеет вид 

  ст .PA
k

   (14) 

Коэффициент динамичности  определяется как отношение амплиту-
ды колебаний при возбуждении на некоторой частоте к перемещению при 
статическом приложении силы: 

  
ст

( )( ) .A
A

   (15) 

      С учетом (12)–(14) коэффициент динамичности может быть представ-
лен как 

  2
1 .

1 ( )i f
   (16) 

      Выделим действительную и мнимую части: 

 
2

2 22 2 2 2

1 ( )( ) .
1 ( ) 1 ( )

fi
f f

  (17) 

      Найдем модуль коэффициента динамичности 

 
22 2

1( ) .
1 ( )f

  (18) 

       Используя (17) и (18), представим коэффициент динамичности через 
квадрат его модуля: 

 2 2( ) ( ) 1 ( ) .i f   (19) 

С помощью выражений для синуса и косинуса угла сдвига фазы  
между возбуждающей силой и откликом перепишем (19) в виде  

 ( ) ( ) cos sin .i    (20) 

       Из (19) и (20) следует, что синус угла сдвига фазы   может быть 
определен через функцию демпфирования и модуль коэффициента дина-
мичности: 
  sin ( ) ( ) .f    (21) 

Определяя коэффициент динамичности по формуле (15), найдем 
функцию демпфирования: 

  ст sin
( ) .

( )
A

f
А

   (22) 



С.Н. Дмитриев, Р.К. Хамидуллин 

70 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2024. № 2 

В выражении (22) стA  является постоянным множителем, не завися-
щим от частоты и не влияющим на характер демпфирования. Синус фазы 
принимает максимальные значения в окрестности резонанса и приближа-
ется к нулю по мере удаления от резонанса.  

На практике удобнее использовать нормированные к единице значе-
ния функции демпфирования. Для этого можно использовать выражение  

  max sin
( ) .

( )
A

f
А

   (23) 

Здесь maxA  — максимальное значение амплитуды в рассматриваемом ча-
стотном диапазоне (значение амплитуды на резонансе). 

Значения функции демпфирования могут отличаться в разных точках 
конструкции, поэтому целесообразно усреднять полученные значения, 
учитывая показания всех интересующих датчиков, установленных на кон-
струкции: 

  max

1

sin
( ) .

( )

m i i

ii

A
f

А m
  (24) 

Построив функцию (24), можно оценить характер изменения демпфи-
рования в окрестности резонансной частоты. Аппроксимируя эту зависи-
мость с использованием квадратичного полинома (13), можно найти соот-
ношения между коэффициентами полинома с точностью до общего мно-
жителя:  

  ( ) ( )
1 1 0 ;k kf q f    (25) 

  ( ) ( )
2 2 0 .k kf q f    (26) 

На практике при анализе изменения функции демпфирования при до-
статочном удалении от резонансной частоты может возникать неопреде-
ленность 0/0. Тогда для устранения неопределенности целесообразно вне-
сти поправку ,  отличную от нуля. В таком случае вместо (24) использует-
ся выражение 

 max

1

sin
( ) .

( )

m i i

ii

A
f

А m
  (27) 

Следовательно, для избранного тона колебаний функция демпфиро-
вания может быть достаточно просто определена на практике по АЧХ 
и ФЧХ либо по мнимой и действительной частям АЧХ. 
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Итерационный подбор коэффициентов демпфирования. При сов-
местном рассмотрении n тонов колебаний АЧХ записываются так: 

 
( ) ( )

, 221 ( ) ( )2 2 ( )12 0

( ) .
1

k kn i j
i j

k k kk
g

f f f
  (28) 

Здесь , ( )i jg  — передаточная функция, которая определяет связь между 
откликом степени по i-й степени свободы и синусоидальным воздействием 
в направлении j-й степени свободы; i  и j  — значения форм колебаний 
для степеней свободы i и j; k  — номер тона колебаний; n  — число тонов 
колебаний, учитываемых в рассматриваемом диапазоне частот. 

Рассмотрим вклад произвольного k-го тона колебаний в суммарную 
передаточную функцию. На резонансной частоте коэффициент расстройки 

1,  тогда значение передаточной функции определяется выражением: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
12 0

( ) .
k k

i j
k k k k kg

f f f
   (29) 

На произвольной нерезонансной частоте, соответствующей значению 
коэффициента расстройки ,q  вклад k-го тона колебаний можно выразить 
через его значение на резонансной частоте (29): 

 
( ) ( ) ( )

12 0
22 ( ) ( ) ( )2 2

12 0

( )
( ) .

1

k k k
k k

qk
k k k

q q q

f f f g
g

f f f
  (30) 

Если найдено соотношение между параметрами демпфирования (25), 
(26), то (30) можно переписать в виде 

 
( ) ( ) ( )

10 2
22 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 0

1 ( )
( ) .

1 1

k k k
k k

qk
k k k

q q q

f q q g
g

q q f
  (31) 

В выражении (31) для k-го тона колебаний неизвестен лишь параметр 
( )

0 ,kf  характеризующий его демпфирование. Подобрав для каждого тона 
этот параметр, необходимо добиться соответствия экспериментальной 
АЧХ суперпозиции ( )qg  всех тонов колебаний, попавших в рассматри-
ваемый частотный диапазон: 

  
1

( ) ( ).
n

q qk
k

g g    (32) 
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Для учета вклада тонов колебаний, не вошедших в рассматриваемый 
диапазон частот, можно использовать следующую аппроксимацию для 
АЧХ [17]: тоны, имеющие более высокие частоты, учитываются в виде по-
стоянного слагаемого (статическая поправка), более низкие тоны — в виде 
слагаемого, обратно пропорционального квадрату частоты.  

Необходимо подобрать коэффициенты демпфирования так, чтобы по-
лученная зависимость 

0
( )g , представляющая собой сумму всех опреде-

ленных тонов колебаний и вклад высших тонов колебаний 0 ,g  была мак-
симально приближена к экспериментальной АЧХ:  

  
0 0( ) ( ) .g g g   (33) 

Алгоритм реализации методики обработки результатов модальных 
испытаний. Для реализации методики обработки данных написана про-
грамма NPOdemp. Блок-схема алгоритма приведена на рис. 1. Математиче-
ская модель АЧХ, которая используется при обработке результатов экспе-
римента, является нелинейной. Вследствие этого процедура идентифика-
ции ее параметров является итерационной. Алгоритм идентификации, 
примененный в настоящей работе, предполагает попеременное примене-
ние методов обработки экспериментальной кривой АЧХ как системы с од-
ной степенью свободы (метод SDOF) и системы с многими степенями сво-

Рис. 1. Блок-схема алгоритма обработки результатов испытаний 
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боды (метод MDOF). Критерием сходимости является близость экспери-
ментальной и расчетной АЧХ к идентифицированным параметрам. Подбор 
параметров проводится методом наименьших квадратов. 

Рассмотрим подробнее последовательность операций алгоритма, реа-
лизованного в программе NPOdemp. После проведения эксперименталь-
ного модального исследования конструкции выполняется обработка мни-
мой и действительной составляющих полученных АЧХ э ( ).g  Для этого 
по формуле (27) строится функция демпфирования по всем датчикам  
во всем рассматриваемом диапазоне частот. Это позволит выявить области 
частот, в которых возможны тоны колебаний конструкции, не проявив-
шиеся или слабо проявившиеся в результате экспериментальных исследо-
ваний. Косвенным признаком наличия пропущенных резонансов является 
появление пиков на графике функции демпфирования. Построение функ-
ции демпфирования может быть осуществлено для осредненных показа-
ний нескольких датчиков либо для показаний датчика, на котором резо-
нансы проявляются наилучшим образом.  

В окрестности каждой резонансной частоты проводится аппрок- 
симация функции демпфирования (24) квадратичным полиномом (13),  
в результате которого определяются коэффициенты 1q и 2 ,q  характе-
ризующие отношения между коэффициентами демпфирования 1,f  2f   
с принимаемым основным коэффициентом 0.f  Наличие нескольких  
коэффициентов демпфирования позволяет учитывать несимметрич- 
ность экспериментальной АЧХ в окрестности резонанса.  

Для определения численного значения коэффициентов демпфирова-
ния на первой итерации каждый тон колебаний последовательно рассмат-
ривается как система с одной степенью свободы. С помощью выражения 
(31) для каждого тона (k-й тон) с учетом значения амплитуды на резонанс-
ной частоте ( )k kg  и полученных коэффициентов ( )

1
kq  и ( )

2
kq  методом 

наименьших квадратов определяется коэффициент демпфирования ( )
0 .kf   

Для учета взаимного влияния тонов колебаний по формуле (32) стро-
ится суммарная АЧХ ( ),g  которая на первой итерации может суще-
ственно отличаться от экспериментальной э ( ).g  Суммарную аппрокси-
мацию сравнивают с экспериментальной АЧХ с помощью FRAC-пара-
метра [18, 19]: 

 0
0

0 0

2т э
э т тэ э

( , ) .w
g g

FRAC g g
g g g g

   (34) 
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Здесь w  — номер итерации. С каждой итерацией корреляция между ис-
ходной АЧХ и ее аппроксимацией должна увеличиваться. Условие пре-
кращения цикла записывается в виде: 
 э э1( , ) ( , ) ,w w FRACFRAC g g FRAC g g   (35) 

где FRAC  характеризует заданную точность расчета. 
На каждой последующей итерации пересчитывается амплитуда колеба-

ний тона на его резонансной частоте ( 1)k kg , а также в ее окрестности  
(т. е. для 1q ). Пересчет обусловлен тем, что экспериментальная АЧХ  
на каждой частоте является суперпозицией всех тонов колебаний. Как след-
ствие, для получения чистой АЧХ одного тона колебаний необходимо  
из значения экспериментальной АЧХ вычесть сумму вкладов других тонов 
колебаний ( ) ,i kg  найденных на предыдущей итерации. Таким образом, 
для последующей подстановки в выражение (31) заново определяются  
значения чистой АЧХ одного тона на резонансной частоте (36) и в ее окре-
стности (37): 
 э ( )( 1) ( ) ( );k k k i k kg g g   (36) 
 э ( )( ) ( ) ( ).k q q i k qg g g   

 
(37) 

После подстановки ( )k kg  и ( )qkg
 
в выражение (31) последователь-

но уточняются коэффициенты демпфирования ( )
0 .kf  Цикл повторяется, 

пока не будет выполнено условие (35). 
Практическое использование программы показало, что алгоритм ра-

ботоспособен даже при необходимости разделения близких по частоте то-
нов колебаний. 

Примеры реализация методики обработки результатов модальных 
испытаний. Построение функции демпфирования. Пример 1. Рассмот-
рим результаты построения функции демпфирования (безразмерная вели-
чина) в случае возникновения микросоударений, вызванных ослаблением 
болтового соединения. Функция демпфирования исходной балочной си-
стемы приведена на рис. 2, а. Видно, что демпфирование в окрестности ре-
зонанса почти постоянно и слабо зависит от частоты. Функция демпфиро-
вания этой же системы, но при возникновении люфта, появившегося при 
ослаблении болтового соединения, приведена на рис. 2, б. В таком случае 
люфт не повлиял на резонансную частоту, но снизил амплитуду колеба-
ний. Увеличение рассеяния энергии во втором случае вызвано возникно-
вением соударений в люфте, что хорошо зафиксировано на построенной 
функции демпфирования. 
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Рис. 2. Функции демпфирования конструкции до (а)  
и после (б) возникновения люфта 

 
Пример 2. Продемонстрирована возможность использования функции 

демпфирования для поиска не проявившихся или слабо проявившихся на 
АЧХ тонов колебаний. На АЧХ, соответствующей функции демпфирова-
ния (рис. 3), в рассматриваемом частотном диапазоне имеются три тона 

колебаний. Однако на графике функции демпфирования в конце рассмат-
риваемого частотного диапазона наблюдается еще один пик. Он связан  
с изменением ФЧХ колебаний, но из-за близости нулю обобщенной силы, 
действующей для возбуждения данного тона колебаний, не проявился  
на АЧХ. При другом способе нагружения на частоте данного подъема об-
наружен крутильный тон колебаний. Таким образом, функция демпфиро-
вания позволяет выявлять тоны колебаний, не проявившиеся на АЧХ. 

Рис. 3. Зависимость функции демпфирования от частоты при синфазной работе 
силовозбудителей 
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Пример 3. Здесь АЧХ соответствует АЧХ трехслойной панели. Аппрок-
симация АЧХ велась итерационно по методике, предлагаемой в настоящей 
работе. Результаты итераций приведены на рис. 4, результаты сопоставле-
ния работы методики с другими методами — в таблице. 

Рис. 4. Сравнение экспериментальной АЧХ с суммой аппроксимаций АЧХ 
отдельных тонов колебаний для первых 10 итераций цикла 

Сравнение результатов определения коэффициентов  
демпфирования разными методами 

Номер 
тона 

Time 
MDOF* 

Time 
MDOF** PolyMAX* PolyMAX** P–P*** NPO**** 

1 1,79 1,81 1,62 3,40 1,66 1,65 
2 0,35 0,59 0,46 0,43 0,69 0,53 
3 1,12 0,57 0,54 0,47 1,65 0,55 
4 0,82 1,42 1,36 1,86 2,65 1,35 

*Применение метода в узкой окрестности резонансной частоты. 
**Применение метода во всем частотном диапазоне. 
***Метод половинной мощности. 
****Результаты расчета по предложенной методике.

По значениям резонансных частот видно хорошее совпадение предла-
гаемой методики с существующими, коэффициенты демпфирования со-
гласуются с учетом допустимой для этих параметров погрешности. Отме-
чены высокие погрешности методов PolyMAX при анализе в широком 
диапазоне частот и Time MDOF при анализе в окрестностях резонанса, что 
объясняется особенностями их применения. Метод половинной мощно-
сти дает высокую погрешность при наличии близких тонов колебаний. 
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Выводы. Приведен алгоритм обработки результатов модальных испы-
таний. Особенность алгоритма — представление демпфирования в виде 
функции от частоты, которая в окрестности резонансов аппроксимируется 
полиномом второй степени от частоты. Такое представление позволяет 
лучше аппроксимировать АЧХ и, как следствие, более точно определять 
резонансные частоты и декременты колебаний в случае существенного 
взаимного влияния тонов, а также ярко выраженной асимметрии пиков  
в окрестности резонансной частоты. Кроме того, появляется возможность 
выявления тонов колебаний, не проявивших или слабо проявивших себя 
на АЧХ. Такие тоны выявляются с помощью безразмерной функции 
демпфирования, зависящей как от амплитуды, так и от фазы колебаний.  
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Abstract Keywords 
The paper proposes a technique for processing the 
modal testing results; it is based on the damping repre-
sentation in the resonant peaks vicinity as a function 
of the oscillation frequency. This approach is used 
to improve quality in the modal parameters identifica-
tion of systems with the nonlinearity manifestation. The 
technique makes it possible to account for alterations in 
damping in the resonant peaks vicinity (mainly arising 
due to the damping dependence on the oscillation am-
plitude), as well as for the peaks’ significant asymmetry 
(usually associated with manifestation of the hysteresis 
with the decreasing or increasing oscillation frequen-
cies). Processing based on the experimentally obtained 
amplitude-frequency and phase-frequency characteris-
tics allows constructing a damping function that charac-
terizes alteration in damping in the structure depending 
on the oscillation frequency. The damping function 
is approximated in the resonant peaks vicinity by the 
second-degree polynomial to determine relationship 
between the polynomial coefficients. Then, the least 
squares method is used to select the iterative damping 
coefficient for each oscillation tone taking into account 
the tones’ mutual influence. The technique is imple-
mented in the MATLAB environment. Verification was 
carried out by comparing the processing results with the 
results obtained using the PolyMAX, Time MDOF and 
Half Power methods 

Modal analysis, oscillation test-
ing, nonlinear damping, oscilla-
tion damping, transfer function 
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