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Аннотация Ключевые слова 
Контактная жесткость является важным парамет-
ром для описания взаимодействия большого числа 
точных инженерных решений. Для станкострое-
ния, например, наиболее важным элементом не-
сущей системы являются опоры шпиндельного 
узла, во многом определяющие точность обработ-
ки деталей на станке. Приведен пример системного 
подхода к описанию переменной жесткости высо-
коточной шпиндельной опоры. В примере объеди-
нены аналитический подход к расчету переменной 
квазистатической жесткости радиально-упорного 
шарикоподшипника и методический подход, учи-
тывающий контактные нормальные и касательные 
силовые смещения наружного кольца подшип-
ника и силы трения для касательных взаимодей- 
ствий. Предлагаемый системный подход расчета 
жесткости шарикоподшипниковой опоры основан 
на довольно простых моделях, в частности, для 
описания контактных явлений использован аппа-
рат, предложенный профессором П.М. Чернян-
ским, описывающий явления изменения жестко-
стей шпиндельных опор, экспериментально полу-
ченных и не описанных в более ранних работах. 
Показано, что экспериментальная жесткость со-
стоит из упругой и контактной составляющих, 
зависящих от сил трения, поэтому введено понятие 
кажущейся жесткости для данных, не учитывае-
мых в исследуемых процессах. Приведено объясне-
ние эффекта осевого смещения шпинделя на осно-
ве контактных взаимодействий в опоре шпиндель-
ного узла. Полученная аналитическая системная 
модель опробована на известных подшипниковых 
опорах, а полученные жесткостные решения срав-
нивались с валидированными экспериментальны-
ми данными из открытых источников 
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Введение. Шпиндельный узел (ШУ) является основным элементом в не-
сущей системе (НС) станка, который формирует точность при обработке 
деталей [1]. Под НС металлорежущих станков следует понимать ту часть 
станка, которая «несет» инструмент и заготовку, воспринимает технологи-
ческую нагрузку и формирует точность обработки [2]. 

В свою очередь, наиболее критически важными звеньями, обеспечива-
ющими точность обработки в ШУ, являются подшипниковые опоры, жест-
кость которых определяет общую приведенную жесткость ШУ [1, 3, 4].  
Для процессов обработки, в которых основная сила резания направлена 
радиально по отношению к шпинделю, подшипниковые опоры ШУ  
испытывают в основном радиальные нагрузки. Следовательно, для ШУ 
такого типа наиболее важной характеристикой опор, определяющей точ-
ность обработки, будет их радиальная жесткость [2]. Одним из распро-
страненных типов подшипников для ШУ (ввиду простоты конструкции, 
удобства эксплуатации и стоимости) является радиально-упорный шари-
коподшипник (ШП), особенно для высокоскоростной обработки в спе-
циализированных ШУ.  

При использовании системного подхода [5] конструкцию ШУ и его 
функциональное назначение можно представить в виде упругой фрикци-
онной системы, системный анализ которой поможет повысить эффектив-
ность системы ШУ с точки зрения функционирования. Для станочного 
оборудования в целом и применяемого ШУ как системы, в частности, ос-
новными функциональными свойствами являются точность и производи-
тельность [3, 4], которые напрямую зависят от приведенной жесткости. 
«…Роль жесткости в технологии машиностроения несоизмеримо шире, 
чем прочности. Жесткость определяет не только размеры, но и главное 
функциональное качество металлорежущих станков — их точность и про-
изводительность…» [2]. Жесткость ШУ является главным функциональ-
ным свойством системы, однако, в системе ШУ предложено разделить 
жесткость и силовые смещения. «…Здесь, и в дальнейшем, под силовыми 
смещениями будем понимать отклонения систем при силовом воздей-
ствии от теоретически (кинематически) заданных перемещений. 

Силовые смещения в упругофрикционных системах зависят от дефор-
мации звеньев, зазоров и сил трения. Деформация и потери на трение 
неразделимы. Последнее послужило основанием объединить упругие и не-
упругие свойства в некоторый модуль. Модуль обладает упругофрикцион-
ными свойствами элементарной системы и присущей ему характеристи-
кой…» [2]. 
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Отметим, что силовые смещения и жесткость используют для оценки 
точности. Точность определяют, учитывая упругие и неупругие свойства 
системы. В оценку точности также включена новая характеристика — сила 
трения, что позволяет оценивать и демпфирующие свойства системы.  
Силовые смещения — это более широкое понятие, в которое включены 
упругие и неупругие смещения, а также упругая характеристика силовых 
смещений (ХСС), определяющая жесткость [2]. 

«…Практически все исследователи признают, что на величину сило-
вых смещений оказывают влияние жесткость и силы трения системы. 
Следовательно, силовые смещения отражают и упругие, и неупругие 
свойства систем. Поэтому они не могут служить однозначной характери-
стикой для оценки жесткости системы…» [2] или ХСС. «…В техниче-
ской литературе дается около десяти способов определения «истинной»  
жесткости [2, см. табл. 10], но все они строго не обоснованы. По экспери-
ментальным ХСС можно определять лишь приближенное значение 
жесткости…» [2]. 

На основе приведенного целесообразно рассматривать опору ШУ  
в виде упругой фрикционной системы (далее просто системы), в которой 
будут учтены ее упругие и неупругие свойства. 

Выбранный подход позволяет описать один интересный эффект осевого 
перемещения шпинделя [6–8], в котором под влиянием изменения скорости 
вращения может ослабевать сила осевого преднатяга. Это происходит [8] 
вследствие сжатия самого шпинделя и смещения подпружиненной втулки. 
Далее будет показано, что контактные взаимодействия в опоре также влия-
ют на жесткость ШУ и его силовые смещения. Осевой преднатяг в ШУ 
определяет радиальную жесткость ШП и приведенную жесткость всего ШУ, 
напрямую влияя на точность обработки.  

Существует множество методик различной степени сложности по рас-
чету жесткости ШП [9] в виде аналитического решения задачи упругих си-
ловых смещений колец ШП относительно друг друга в совокупности  
со множеством существующих экспериментальных данных по измерению 
их жесткостей.  

Однако, кроме чисто упругих взаимодействий, существуют контакт-
ные взаимодействия колец ШП и корпуса ШУ в виде нормальных и каса-
тельных контактных силовых смещений. Для их расчета необходимо учи-
тывать силы трения в контактах. В таком случае контактная жесткость яв-
ляется важным параметром для описания характеристик сопряжения  
и влияет как на статическое, так и на динамическое поведение системы 
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ШУ. Тогда, если опору ШУ с ШП представить в виде упругой фрикцион-
ной системы, где разного рода деформации или силовые смещения будут 
элементами этой системы или модулями, как показано в [2], то к ней мож-
но применить теорию силовых смещений, а также использовать методы 
системного анализа. 

Цель настоящей работы — исследовать влияние на радиальные сило-
вые смещения радиально-упорного ШП контактных взаимодействий и сил 
трения в стыках опоры ШУ. Подшипниковая опора представлена в виде 
упругой фрикционной системы из квазистатической модели жесткости 
ШП [10], описывающей упругое сближение колец, совмещенной с теорией 
силовых смещений [2–4, 11], на примере экспериментально полученных 
данных о радиальных жесткостях радиально-упорных ШП [12, 13]. Опора 
представлена в виде системы подшипник + контакты для наиболее рас-
пространенного случая геометрического расположения в ШУ, выбранного 
автором на основе эвристического анализа возможных вариантов (в рабо-
те не показано). 

Методы решения, принятые допущения. В подшипниковой опоре, 
рассматриваемой в виде приведенной системы, жесткость зависит от соб-
ственных и контактных деформаций деталей, и для их описания использо-
вались два основных элемента: «…элемент трения, который характеризует 
зависимость силы трения в функции внешней силы, и элемент упругости, 
который характеризует зависимость силы упругости (жесткости) в функ-
ции внешней силы. При этом силы трения и упругости могут быть зависи-
мыми или независимыми от внешней силы…» [2]. 

Контактная жесткость разделяется на два вида: нормальную и каса-
тельную (тангенциальную). Одним из первых нормальное контактное  
взаимодействие исследовал А.П. Соколовский [14], экспериментально  
он нашел зависимость сближения y  от давления q  в контакте [15]: 

 ,my kq   (1) 

где m = 0,3–0,5; k  — коэффициент, для стальных образцов k  = 4–60,  
для чугунных k  = 10–130. 

В настоящей работе использована зависимость, похожая на (1), описан-
ная в [2, 16, 17], которая определяет нормальное контактное смещение  
стыка [18]: 

 12 , my c qk   (2) 

где с — коэффициент, учитывающий шероховатость обработки поверх-
ностей стыка; q  — нормальное давление в стыке; k = 10,2 (учитывает пе-
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ревод кГ/см2 в МПа (Н/мм2)); m — показатель степени (для чугунных  
и стальных деталей m  = 0,5) [2, 19].  

Одной из самых ранних предложенных контактных моделей для 
упругих шероховатых поверхностей была модель Гринвуда и Уильямсона 
[18]. Она основана на контактном решении задачи Герца для упругих, 
изотропных поверхностей [20] и учитывает статистическое распределе-
ние неровностей. В модели описывается контакт между двумя упругими 
поверхностями, одна из которых идеально гладкая, а другая шероховатая, 
причем вершины всех неровностей имеют сферические сегменты с оди-
наковыми радиусами кривизны, что и позволяет применить теорию  
Герца. 

Аналитическое описание нормальных и тангенциальных контактных 
жесткостей, полученных экспериментально, приведено в [21, 22]. Обобще-
ние такого подхода разработано в [23], также учитывающее возможное 
рассогласование контактов. Сближения шероховатых поверхностей рас-
смотрены в [24]. Все указанные модели так или иначе основаны на вероят-
ностном подходе и имеют сложный математический аппарат, поэтому  
не подошли для данного исследования. 

В настоящей работе для описания нормальной контактной жесткости 
использован элемент, названный в [2, 19] -элементом, имеющим свою 
ХСС, приведенную на рис. 1, а [2]. 

Рис. 1. Характеристики нормальных силовых смещений -элемента (а)  
и тангенциальных силовых смещений -элемента (б) 

В общем виде по (2) определяется ХСС для нормального контакта.  
Характеристика первичного нагружения (кривая 1, см. рис. 1, а) явно не-
линейная и при разгрузке по штриховой линии сохраняет остаточные пла-
стические смещения п1.y  Повторное нагружение и разгрузка (кривые 2  
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и 3, см. рис. 1, а) вызывают значительно меньшие пластические смещения 
п2.y  В результате общая ХСС -элемента состоит из упругого уy  и пла-

стического пy  смещений. Последующие характеристики не будут значи-
тельно отличаться, если перед каждым повторным нагружением не было 
какого-либо динамического воздействия, связанного со смещением дета-
лей в стыке. 

Примем, что нормальный стык в опоре ШП является неподвижным. 
В работающем стыке число нагружений и разгрузок велико, поэтому  
в расчете можно принять остаточные неупругие смещения исчезающе 
малыми, а значит, контактные деформации будут иметь преимуществен-
но упругий характер, описываемый выражением (2). Для упрощения 
примем за ХСС кривую 1 (см. рис. 1, а) после первого нагружения, как 
для нагрузки, так и разгрузки. В задаче исследуемый стык опоры примем 
несмазанным, поэтому он не будет зависеть от колебаний [2, 16]. 

Нормальное давление q  в (2) определяют, как отношение нормальной 
силы F  в стыке к его номинальной площади S . Для неровных поверхно-
стей нормальное давление q следует определять для каждого участка от-
дельно. В общем виде жесткость нормального стыка определяется с учетом 
зависимости (2) по формуле 

 12
12

.Fj
y

  (3) 

Тангенциальная характеристика силовых смещений описывается с по-
мощью -элемента [2, 19]. 

Описывая нормальные и тангенциальные контактные взаимодействия, 
авторы [18] предполагали, что все пики моделируемой шероховатости  
в зоне контакта имеют одинаковый радиус кривизны и высота пиков  
вероятностно (стохастически) распределена вокруг среднего значения. 

При наличии динамических касательных нагрузок в контактных по-
верхностях накапливается и рассеивается энергия [11]. Остаточные силы 
упругости, как и напряжения, распределены между деталями, и снять эти 
напряжения полностью не позволяют распределенные силы трения в си-
стеме, в первую очередь, в контактных стыках [11]. 

Характеристики силовых смещений тангенциальной контактной 
жесткости (гистерезиса трения) изучены в [20]. Получены выражения для 
тангенциальных перемещений в случае отсутствия проскальзывания.  
Характеристики силовых смещений для контактов сферы, смещающейся 
между двумя параллельными плоскими пластинами, определены в [25], 
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причем значение рассеиваемой при этом энергии соответствовало значе-
нию, полученному в [20]. Для описания процессов трения перед началом 
скольжения применяется модифицированная модель Максвелла [26],  
использующая только два параметра для описания ХСС. В СССР каса-
тельными контактными явлениями, которые определялись как предва-
рительные смещения, т. е. сдвиги поверхностей, предшествующие пере-
ходу к скольжению, занимался А.В. Верховский [27]. Более подробные 
сведения о подходах к моделированию касательной жесткости приведе-
ны, например, в [28]. 

Используемый в работе -элемент описывает взаимодействие двух  
поверхностей в направлении действия касательной силы [2, 16]. Модель  
-элемента представляет собой два последовательно расположенных эле-

мента переменной жесткости ( j1 и j2) и один элемент трения Т, что соот-
ветствует эмпирической характеристике тангенциальных силовых смеще-
ний, приведенной на рис. 1, б. В общем виде контактное тангенциальное 
смещение поверхностей в стыке определяют по соотношению [16]: 

 ,y k   (4) 

где  — тангенциальное напряжение в стыке; k  — коэффициент пропор-
циональности, называемый коэффициентом контактной касательной  
податливости, зависящий от качества обработки поверхностей стыка, 
нормального давления, наличия смазочного материала [16, 19].  

Напряжение , входящее в (4), определяют как отношение тангенци-
альной силы T  (силы трения) к площади номинальной опорной поверх-
ности S: 

 .T
S

  (5) 

Коэффициент контактной податливости k  уменьшается при умень-
шении шероховатости поверхности вследствие увеличения площади фак-
тического контакта [16]. 

Упругие и упругопластические смещения приведены на рис. 1, б (участ-
ки 1 и 2). При касательном напряжении 1  в стыке нагрузка и разгрузка 
осуществляются по участку 1. Упрощая представление о реальных ХСС  
тангенциальных элементов, на примере работы [2] можно записать, что 
предельное значение упругого участка контактных тангенциальных смеще-
ний определяется выражением 

 1 y ,f q  (6) 
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где yf  — коэффициент, зависящий от коэффициента трения покоя [2]  
и коэффициента контактной касательной податливости 1, 2k  в стыке со-
пряженных деталей. Упрощенно, напряжению 1  будет соответствовать 
упругое смещение 1нy  (см. рис. 1, б). 

При касательном напряжении max 1  в стыке нагрузка осу-
ществляется по участку 2, а разгрузка — по участку 3, параллельному 
участку 1. При достижении касательным напряжением предельного значе-
ния max  в стыке начинается относительное скольжение сопряженных  
деталей. Перед началом скольжения упругопластическое остаточное сме-
щение остy  (рис. 1, б) будет соответствовать напряжению max ,  а полное 
смещение — max.y  Параметр max  определяют как произведение коэффи-
циента трения покоя f  и нормального давления q  в стыке: 
 max . fq   (7) 

Тогда касательная контактная жесткость стыка определяется в зависимо-
сти от значений касательного напряжения , при 1  жесткость 1j  
стыка определяется равенством 

 1 , Sj
k

  (8) 

когда 1 , тангенциальная жесткость 2нj  при нагрузке вычисляется  
по формуле с принятым коэффициентом 20 ,k  полученным после обра-
ботки статистических экспериментальных данных из [2, 4, 16, 19], 

 
1

2н 1 120 Tj T k k
S

, (9) 

а при разгрузке жесткость на этом участке характеристики определяется 
выражением 

р 1 max 1 max20 /j T k T S . 

В настоящей работе принято допущение, что разгрузка будет осу-
ществляться по уравнениям нагрузки (7)–(9), поскольку «…различие работ 
первичного и вторичного нагружений может проявляться в процессе ре-
зания в виде случайных смещений инструмента и заготовки, т. е. в виде 
случайной погрешности обработки. Вторичное нагружение не отражает 
всех свойств системы и не может быть принято для оценки ее жестко-
сти…» [2]. «…При повторных нагружениях силовое смещение будет 
меньше, чем при первичном. Но жесткость системы остается постоянной  
и не зависит от числа повторных нагружений…» [2]. 
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Задача о расчете жесткости опоры. В качестве объекта исследования 
(рис. 2) использован радиально-упорный шпиндельный ШП, отличаю-
щийся высокой точностью и относительно высокой жесткостью. 

Рис. 2. Схема установки радиально-упорного ШП в ШУ: 
1, 2 — наружное и внутреннее кольца; 3 — втулка; 4 — крышка; 5 — корпус ШУ;  

6 — шпиндель (передняя кромка справа) 

Наружное кольцо 1 подшипника посажено в корпус 5 с зазором,  
в осевом направлении закреплено слева втулкой 3 и справа крышкой 4,  
при этом кольцо 1 может перемещаться в радиальном направлении. Внут-
реннее кольцо 2 посажено на шпиндель 6 с натягом и значительных соб-
ственных силовых смещений не испытывает, поэтому его жесткостью 
можно пренебречь, как и жесткостью самого шпинделя 6. Основные кон-
тактные смещения в опоре ШУ будут происходить вследствие силового 
смещения наружного кольца 1 подшипника. Для упрощения расчетов 
жесткостью корпуса 5 можно пренебречь. На наружное кольцо 1 через 
втулку 3 действует осевая сила преднатяга ,aF  а на внутреннее кольцо 2 
радиальная нагрузка rF  и сила преднатяга .aF  

Упругие смещения колец (жесткость) такого ШП будут определяться  
с помощью квазистатического методического подхода, подробно описан-
ного в [10]. Выбор обусловлен тем, что моделирование контактных явле-
ний основано на работах П.М. Чернянского, которые хорошо подходят для 
статических задач из-за простоты математического аппарата и интуитивно 
понятны. Однако для динамических задач выбор ограничен и требует 
дальнейшего развития. Выбранная модель квазистатической жесткости 
подшипника достаточно проста и точна при условии полной загрузки всех 
шариков, в которой по найденным осевым a  и радиальным r  смещени-
ям колец подшипника под действием осевой aF  и радиальной rF  нагрузок 
определяются осевая aj  и радиальная rj  жесткости: 
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3 3; . 

10 10
a r

a r
a r

F Fj j   (10) 

Хорошее соответствие расчетных и экспериментальных данных для 
определения жесткости высокоточных радиально-упорных ШП по квази-
статической методике из [10] позволяет использовать ее для исследования 
влияния на жесткость опор ШУ контактных силовых смещений. 

В поставленной автором задаче моделируется начало процесса нагру-
жения наружного кольца подшипника под действием осевой силы пред-
натяга aF  и радиальной силы ,rF  расчетная схема которой приведена  
на рис. 3, а. 

 Рис. 3. Расчетные схемы подшипника (1 — наружное кольцо подшипника;  
2 — корпус ШУ; 3 — втулка; 4 — крышка) (а) и нормального контакта 

цилиндрических тел (б) 
 
Повторим, что для ШУ с пружинным натягом существует эффект осе-

вого перемещения шпинделя при разгоне [7, 8]. Для текущей схемы так 
происходит из-за относительного перемещения колец подшипника: втулка 
3, смонтированная на шпинделе между передним и задним подшипника-
ми, уменьшает давление на кольцо 1 подшипника (см. рис. 3, а) и осевую 
силу преднатяга aF  (см. рис. 2) [6–8]. Ослабление контактного взаимодей-
ствия втулки 3 с кольцом 1 теоретически позволяет перемещаться послед-
нему в радиальном направлении и вступать в нормальное взаимодействие 
с корпусом 2 ШУ. Для первого приближения будем считать, что в осевом 
направлении детали взаимодействуют только с помощью силы преднатяга 

aF  (см. рис. 2). 
Примем, что наружное кольцо 1 расположено от корпуса 2 ШУ на рас-

стоянии ,y  равном maxy  (см. рис. 3, а), которое соответствует предель-
ному силовому смещению до начала взаимного скольжения кольца 1, 
крышки 4 и втулки 3. 
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Необходимо условиться, что нормальный контакт наружного кольца 1 
и корпуса 2 ШУ (рис. 3, б) осуществляется по части цилиндрической  
поверхности двух близких по диаметру цилиндрических поверхностей. 
Если дуга такого контакта составляет существенную часть окружности 
втулки, ни вал, ни втулка не могут рассматриваться как упругое полупро-
странство. В таком случае при строгом подходе теория Герца дает ошибку, 
поскольку нарушаются условия ее применения [29]. Для очень точных ре-
шений следует использовать теорию Штаермана [30], рассмотренную  
в [29] и показавшую лучший результат, чем теория Герца. В теории  
Штаермана зазор между кольцом 1 и корпусом 2 ШУ представлен в виде 
степенного ряда, где учитываются члены более высокого порядка, чем  
в теории Герца, однако моделирование контактирующих цилиндров полу-
пространствами ухудшает результат. Если принять такой подход, то рас-
пределение давлений в контакте кольца 1 и корпуса 2 ШУ (см. рис. 3, а) 
можно представить в виде плоского жесткого штампа [29], для которого 
характерны бесконечные давления на границе участка контакта. Поскольку 
запланирован учет жесткости кольца 1 подшипника [29] и при этом в кон-
такте участвует больше двух тел, а использованная модель расчета жестко-
сти подшипника основана на теории Герца, то автор полагает обоснован-
ным использовать подход одного уровня точности (подход Герца) и схему 
контакта, приведенную на рис. 3, б. В общем виде [29] давление в любой 
точке цилиндрического стыка можно определить из уравнения [31]: 

 
0,522, 1

π
.R eq e R

l R B B
  (11) 

Здесь e — длина дуги от центра стыка до любой его точки; R — сила, кол-
линеарная вектору maxq  в стыке; B — ширина цилиндрического стыка;  
l R  — половина длины дуги нормального контакта наружного кольца 1 
и корпуса 2 ШУ,  

0,52

н.к
,

2 14Rl R
B E

 

где 1 1
н.к к2 D D  — сумма кривизн наружного кольца подшип-

ника и корпуса (D и кD  — диаметры наружного кольца подшипника  

и отверстия корпуса); 
12 21 11 21 21 1E E E  — приведен-
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ный модуль упругости контактирующих деталей [29], 1, 2  и 1, 2E  — коэф-
фициент Пуассона и модуль упругости (Юнга) для первого  

и второго тел в контакте. Отметим, что выражение 2
21  называется 

модулем плоской деформации и для упрощения допускается использовать 
только модуль Юнга [29]. 

Наибольшее силовое смещение y  между наружным кольцом под-
шипника и корпусом наблюдается по вектору максимального давления 

maxq  в стыке (2). Кроме того, вектор maxq  в стыке шириной B, вызывае-
мый нагрузкой rF , перпендикулярен стыку по линии приложения этой 
силы. Значение maxq  определяется по (11) при 0:e  

max
.2Rq R

l R B
  

Тогда максимальное нормальное силовое смещение maxy  в направлении 
действия силы rF  определим по (2) как 

 max
2 .

m
Rky c

l R B
 (12) 

Согласно (12), максимальное давление будет уменьшаться с увеличе-
нием дуги контакта l R . 

Варианты контактного взаимодействия в системе подшипниковой 
опоры. Если рассмотреть случай нагружения подшипниковой опоры в ра-
диальном направлении, при котором происходит уменьшение максималь-
ного монтажного радиального зазора (см. рис. 3, а), то можно найти три 
варианта силовых смещений, происходящих последовательно в три стадии 
для текущей задачи (рис. 4, а). Варианты взаимодействия в какой-то сте-
пени зависят от участков ХСС контактного касательного взаимодействия 
(см. рис. 1, б). Поверхности деталей всегда остаются шероховатыми даже 
после тщательной обработки [2], поэтому контактирующие поверхности 
на рис. 4 приведены условно шероховатыми. 

1. Стадия касательных упругопластических контактных взаимо-
действий до начала скольжения. При наличии монтажного зазора y  
между наружным кольцом 1 подшипника и корпусом 2 ШУ, равного max ,y  
кольцо 1 взаимодействует с торцом втулки 3 (контакт 1–3) и торцом 
крышки 4 (контакт 1–4), тогда в направлении действия радиальной 
нагрузки rF  (cм. рис. 4, а–в) соотношение сил имеет следующий вид: 
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 , rF T   (13) 

где 3 4T T T  ( 3T  и 4T  — силы трения на торце контакта втулки 3, 
крышки 4 и кольца 1). 

Рис. 4. Варианты взаимодействия в системе подшипниковой опоры:  
а — касательные упругопластические контактные взаимодействия плоских поверхно-

стей; б — нормальные контактные взаимодействия цилиндрических поверхностей;  
в — нормальные и касательные упругие взаимодействия; г — структурная схема  

системы элементов подшипниковой опоры 
 
В момент нагружения наружного кольца 1 подшипника радиальная 

нагрузка rF  совершает работу относительно упругих и упругопластиче-
ских сил трения в стыках, поэтому общее касательное контактное напря-
жение  от действующей силы трения T в стыках можно определить с уче-
том зависимостей (5) и (6): 

 y y
2  ,aT Ff q f

S S
 (14) 

где 3 4S S S  — сумма площадей торцов кольца подшипника, участвую-
щих в контактных касательных силовых смещениях, причем 3S  и 4S —  
это площади со стороны большего торца втулки и меньшего торца крышки.  

Касательные напряжения для стыков 1–3 и 1–4 (см. рис. 4, а) опреде-
ляются выражениями: 
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 3 4
3 4

3 4
;   . T T

S S
  (15) 

Следует помнить, что фактические площади контакта будут отличать-
ся от теоретических, поскольку погрешности отклонения формы двух де-
талей стыков изменяют реальную площадь контакта [15]. Общее касатель-
ное напряжение для двух стыков  определяется выражением 3 4 ,  
как только  достигнет предельной величины max ,  вычисляемой по вы-
ражению (7) (см. рис. 1, б), сила трения T достигает критического значения 

maxT  и начинается относительное скольжение. Критическая сила трения 
maxT  для обоих стыков определяется с учетом (7): 

 max max 2 .aT S F f  (16) 

Максимальная деформация для касательных силовых смещений maxy  
до начала относительного скольжения кольца 1 подшипника, согласно  
характеристике тангенциальных силовых смещений (см. рис. 1, б), опреде-
ляется по выражению (4): 
 max 1 max 120 .y k k   (17) 

Тогда с учетом (5), (6), (14) и расчетной схемы на рис. 4, б выражение (17) 
преобразуется в равенство 

 yy
max

2 22
20 . a aa F f F fF f

y k k
S S S

  (18) 

Контактная касательная жесткость maxj  двух стыков к моменту нача-
ла скольжения определяется как отношение радиальной нагрузки rF  и со-
ответствующего перемещения maxy  по выражению (18). Поскольку мон-
тажный зазор y  между наружным кольцом 1 подшипника и корпусом 2 
ШУ в начальном положении равен maxy  (см. рис. 4, а), то он полностью 
выбирается к моменту начала скольжения и прекращения контактного  
касательного взаимодействия, которое вырождается по выражениям (15)  
и (16) в трение скольжения Т  [2], тогда как кольцо 1 вступает в контактное 
взаимодействие с корпусом 2 ШУ и начинается нормальное контактное 
взаимодействие с силой трения Т без участия касательного контакта. 

2. Стадия нормального контактного взаимодействия близких  
по размеру цилиндрических поверхностей с участием силы трения.  
После начала скольжения кольца 1 подшипника относительно деталей 3, 4 
и с появлением силы трения скольжения Т для определения нормального 
контактного смещения между кольцом 1 и корпусом 2 ШУ сила реакции R 
(см. рис. 4, б) вычисляется по соотношению: 
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 2 . r r aR F T F F f   (19) 

Нормальное силовое смещение y  в стыке между кольцом 1 и корпу-
сом 2 ШУ определяется по выражению (12), тогда жесткость j  нормаль-
ного стыка 1–2 определяется по соотношению (3) с использованием полу-
ченного значения контактного нормального силового смещения ,y     
а в качестве нагрузки используется реакция R: 

 
1

2
.

mm l R BRj
c k

  (20) 

3. Стадия нормального и касательного контактных взаимодей-
ствий. Если принять, что наружное кольцо 1 (см. рис. 4, в) находится  
в контакте без зазоров одновременно с корпусом 2 ШУ, втулкой 3 и крыш-
кой 4, тогда систему контактного взаимодействия стыков 1–2, 1–3 и 1–4 
можно представить как систему упругих элементов (пружинок) с извест-
ными жесткостями (рис. 4, г) [2]. 

Контактная жесткость опоры состоит из -элемента касательной 
жесткости 2j  контакта 2–3, -элемента касательной жесткости 3j  кон-
такта 2–4, -элемента нормальной контактной жесткости j  контакта  
1–2. Указанные элементы в системе взаимодействуют параллельно, по-
этому их жесткость складывается, поскольку для параллельно установ-
ленных элементов жесткость системы равна сумме жесткостей всех  
ее элементов, а для последовательно установленных элементов обратная 
жесткость системы определяется через сумму обратных жесткостей  
ее элементов [2, 4]. 

Жесткость j  -элемента вычисляется по формуле (20). Жесткости 
2j  и 3j  -элементов определяются по формулам (9) и (10) в зависимо-

сти от значения  в стыках (ХСС, см. рис. 1, б): если значение силы трения 
T превышает maxT , то начинается относительное скольжение и упругие 
элементы 2j  и 3j  вырождаются в элемент трения, а реакция R будет 
вычисляться с учетом силы трения скольжения по формуле (19). Найти 
силу T и реакцию R можно из условия равенства упругих силовых сме-
щений 2,j 3j  и j  элементов, т. е. необходимо приравнять выражения 
(12) и (4), (5), определяющие смещение элемента j  и обобщенного эле-
мента 2 3 ,j j  принятого таким для упрощения.  

Для трех последовательных стадий нагружения наружного кольца 
подшипника имеем систему из трех уравнений в зависимости от значений 
касательных напряжений в стыках: 



Особенности применения теории силовых смещений… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2022. № 3 115 

 2  
m

Rk Tc k
l R B S

   при   1;  (21) 

   y y2 22 20
m

a aF f F fRk Tc k k
l R B S S S

   при  1 2  ;  (22) 

 max2 ;  .r aR F F f  (23) 

Для решения системы уравнений (21), (22) и (23) относительно R при-
нимается эмпирический коэффициент 0, 5,m  как для наиболее часто 
встречающихся контактирующих поверхностей [19]. Из выражений (21)  
и (11) сила реакции R определяется как 

 
4 4 2

4 2 4 н.к

2 1
, 

B k T
R

с E k S
  (24) 

где « » означает, что реакция направлена против действия силы трения 
Т. Согласно (24), R  в наибольшей степени увеличивается от силы трения 
Т и коэффициента ,k  при этом R  в наибольшей степени уменьшается 
при увеличении коэффициента с  и площади контакта S. Для принятой 
схемы расчета использовались данные для обработанных стальных дета-
лей шлифованием из [19]: при Ra  = 1,25…0,32 мкм выбрано среднее зна-
чение k  = 2,039 мкм ∙ мм2/Н; yf  = 0,12; f = 0,18. 

Из выражения (22) и (11) сила реакции R с учетом упрощения опреде-
ляется как 

 
44 2y

4 2 4 н.к

32 19 10 1
. aBk F f T

R
с Ek S

  (25) 

Увеличение R  также зависит и от осевой силы .aF  Полученные реак-
ции позволяют определить контактные силовые смещения внешнего 
кольца подшипника с участием силы трения. 

4. Суммарная жесткость опоры с учетом структуры рассматрива-
емой системы жесткостей элементов и силы трения. Собственная 
жесткость наружного кольца подшипника (см. рис. 4, г) определяется вы-
ражением 

 1н
к.н

, rFj
y

  (26) 

где упругая деформация к.нy  наружного кольца в направлении действия 
силы rF  определяется равенством 
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где нh  — расстояние от точки контакта шарика с наружным кольцом  
до его поверхности (см. рис. 3, а).  

По условию жесткости внутреннего кольца подшипника, шпинделя, 
корпуса ШУ, крышки и втулки не учитываются, поэтому радиальная кон-
тактная жесткость наружного кольца подшипника определяется по выра-
жению 

 
11 1к.ж 2 3 1н ,j j j j j   (27) 

поскольку, согласно схеме на рис. 4, г, его собственная радиальная  
жесткость 1нj  (26) взаимодействует последовательно по отношению к па-
раллельно размещенным элементам 2,j  3j  и j  (см. рис. 4, г). 

Полная или суммарная радиальная контактная жесткость опоры Σj  
определяется как обратная сумма жесткости к.жj  из выражения (27) и ра-
диальной жестокости rj  радиально-упорного ШП по отношению (10) [10] 
в виде выражения 

 
1

к.ж

1  .1
r

j
j j

  (28) 

Обсуждение полученных результатов. В качестве иллюстрации раз-
работанного методического подхода на рис. 5 приведено сравнение экспе-
риментально полученной радиальной жесткости шпиндельных ШП FAG 
XCS71914E (№ 1) и XCS71911E (№ 5) из [12] c предлагаемым подходом как 
с учетом контактных взаимодействий и сил трения по выражению (28),  
так и без такого учета — по выражению (10). Расчеты проводились для си-
ловой схемы, приведенной на рис. 4, г. 

Рассчитанные по методическому подходу из [10] значения (кривые 3  
и 4, см. рис. 5) радиальных квазистатических жесткостей подшипников 
FAG XCS71914E (№ 1) и XCS71911E (№ 5) оказались завышенными по 
сравнению с экспериментально полученными значениями (кривые 1 и 2) 
радиальных жесткостей из [12] для таких же подшипников.  

Предлагаемый в настоящей работе методический подход к определению 
значений радиальных жесткостей для рассматриваемых ШП, учитывающий 
контактную жесткость и трение в его опоре, по сравнению с эксперимен-
тальными данными жесткостей из [12], показал хорошую сходимость (кри-
вые 5 и 6, см. рис. 5). Для ШП FAG XCS71914E (№ 1) и XCS71911E (№ 5) 
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Рис. 5. Зависимости радиальной жесткости радиально-упорных шпиндельных 
ШП FAG XCS71914E (№ 1) и XCS71911E (№ 5) от осевой нагрузки:  

1 и 2 — экспериментальные измерения [12], подшипники № 1 и № 5; 3 и 4 — методика 
без учета контактных явлений и трения [10], подшипники № 1 и № 5; 5 и 6 — предлагае-

мая методика, учитывающая контактную жесткость опор, подшипники № 1 и № 5 
 

погрешность расчета значений радиальной жесткости опоры в функции 
преднатяга для легкого (300 Н) преднатяга составила 10 и 16 %, для среднего 
(900 Н) — 0,39 и 0,61 %, для тяжелого (1800 Н) — 8,8 и 7,8 %. 

Значения радиальной жесткости ШП, рассчитанные по фактически 
предлагаемому методическому подходу, очень хорошо совпадают с полу-
ченными экспериментальными данными [12]. Радиальную жесткость ШП 
напрямую измерить невозможно. В работе [12] приведены результаты из-
мерения силовых смещений шпинделя, а жесткость рассчитана как отно-
шение известной нагрузки к измеряемому смещению шпинделя (10). 

Необходимо отметить, что жесткость как свойство упругих систем  
не зависит от сил трения и способов определения [2], силы трения являют-
ся лишь эквивалентом сил упругости, они изменяют значение силовых 
смещений системы, но не изменяют ее жесткости [2]. Одновременное дей-
ствие сил трения и заданной внешней нагрузки может привести к взаим-
ному их сложению или вычитанию, что приведет к изменению силовых 
смещений подшипника. Если последние отнести к постоянной известной 
нагрузке, то будет казаться, что жесткость опоры изменилась, поэтому 
нельзя ставить в строгое соответствие силовые смещения и жесткость си-
стемы. Исходя из изложенного можно заключить, что в эксперименталь-
ные значения радиальной жесткости ШП [12] (см. рис. 5), кроме упругой 
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составляющей, входят контактные силовые смещения и силы трения, что 
подтверждается сравнением с предлагаемым методическим подходом. 

Изложенное  подтверждает  предположение  П.М.  Чернянского [2]: 
«…всегда считалось, что жесткость как упругое свойство станков и техно-
логических систем в целом достоверно определяется только эксперимен-
тально, то теперь вынуждены признать, что это не соответствует действи-
тельности. До настоящего времени не научились выделять силы упругости 
и упругие смещения, соответственно из внешних сил и суммарных сило-
вых смещений, через которые определяется жесткость…». Полагаем, что 
данный вывод следует дополнить силами трения и контактными силовы-
ми смещениями, как нормальными, так и касательными. 

Еще одним примером применения предлагаемого методического под-
хода служит особо точный высокоскоростной подшипник NSK 7014 
A5TYSULP4 очень близкого типоразмера к подшипнику FAG XCS71914E, 
валидированная радиальная жесткость которого рассчитана в [13]. Пока-
занная кривой 1 на рис. 6 жесткость указанного подшипника получена  
с помощью более сложного квазидинамического подхода, в котором учи-
тывается частота вращения подшипника: для приведенной кривой 1 ча-
стота соответствует 1000 об/мин. 

Рис. 6. Зависимость радиальной жесткости радиально-упорного 
высокоскоростного ШП NSK 7014 A5TYSULP4 от осевой нагрузки:  

1 — методика [13] при 1000 об/мин; 2 — предлагаемая методика без учета контактных 
явлений и трения [10]; 3 — предлагаемая методика с учетом контактной жесткости опор 

Значения радиальной жесткости, рассчитанные по более простой 
квазистатической методике из [10], показаны на рис. 6 (кривая 2). Срав-
нение двух методик оправданно, поскольку квазистатический подход  
из работы [10] допускает использование для небольших частот вращения 
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ШП. Полученные значения радиальных жесткостей по двум методикам  
для одного и того же подшипника совпали с точность 3…4 % (для пред-
натяга 200…2200 Н). Значения радиальной жесткости, рассчитанные  
по предлагаемому методическому подходу с учетом контактных явлений 
и сил трения (кривая 3, см. рис. 6), меньше на 27, 45 и 57 % (преднатяги 
200, 1200 и 2200 Н) значений на кривой 1. 

Можно констатировать, что если рассчитанные по предлагаемому  
методическому подходу значения радиальной жесткости подшипника  
FAG XCS71914E очень близки значениям экспериментальных данных (кри-
вая 1, см. рис. 5), то и для подшипника NSK 7014 A5 похожего типоразмера 
предложенный подход ожидаемо должен показывать аналогичные по точ-
ности результаты. Оказывается, для подшипника NSK 7014 A5 полученные 
значения жесткости оказались меньше на 57 %. Тогда, с учетом изложен-
ного можно объяснить несовпадение значений жесткостей тем, что в экспе-
риментальных значениях, используемых при определении радиальной 
жесткости подшипников, не учитываются упругие и силовые смещения,  
а также трение в контактах. Поэтому предлагаемый методический подход  
к расчету подшипника NSK 7014 A5 показывает заниженные значения,  
поскольку неучтенные контактные силовые смещения не используются  
при применении квазистатической и квазидинамической методик, хотя 
между собой значения жесткостей практически совпадают (погрешность  
до 3,5 %).  

Предлагаемый методический подход к учету контактной жесткости  
и трения при расчете радиальной жесткости опоры высокоточного под-
шипника (кривая 3 на рис. 6) показывает, что фактическая радиальная 
жесткость опоры значительно меньше расчетной жесткости подшипника, 
особенно если в шпиндельных узлах происходит уменьшение осевого 
преднатяга [7], оценочная разность расчетной жесткости составляет 
27…57 %. 

В таком случае важно понимать, как при известной силовой схеме  
(см. рис. 4, г) изменяется радиальная жесткость опоры рассчитываемого 
подшипника NSK 7014 A5. Зависимость изменения радиальной жесткости 
опоры подшипника NSK 7014 A5, рассчитанной по квазистатической ме-
тодике [10], а также с учетом контактных явлений и трения по полученно-
му уравнению (28), показана на рис. 7. 

Качественная картина изменения радиальной жесткости опоры для 
радиально-упорного ШП состоит из трех характерных участков (рис. 7). 
На участке А наблюдается наибольшая радиальная жесткость в зависимо-
сти от осевого преднатяга. Для небольших радиальных нагрузок (до 50 Н) 
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Рис. 7. Зависимость изменения радиальной жесткости радиально-упорного 
высокоскоростного ШП NSK 7014 A5 от радиальной нагрузки при различном 

осевом преднатяге для выражения (28):  
1–5 для 245, 490, 1080, 2160 и 490 Н соответственно по квазистатической методике [10]; 

А — участок касательной контактной упругости; B — участок действия сил трения;  
С — участок появления нормального контакта; D — область начала уменьшения  

радиальной жесткости опоры [7] 
 

начальная жесткость будет тем больше, чем больше осевой преднатяг:  
от кривой 1 до кривой 4 для преднатяга от 245 до 2160 Н. При равенстве 
радиальной нагрузки 50 Н радиальная жесткость подшипника увели-
чивается в силу наличия упругих касательных силовых смещений.  
Кривой 5 обозначена радиальная жесткость, рассчитанная для подшипни-
ка по квазистатической методике [10] для преднатяга 490 Н, поэтому 
наблюдается стремление кривой 3 к кривой 5. На участке B (см. рис. 7)  
из-за достижения силой трения критического значения (16) происходит 
резкое уменьшение до ~ 40 Н/мкм (для каждого преднатяга) рассчитанной 
жесткости, поскольку в этот момент основную жесткость определяют зна-
чительные упругопластические смещения (18), которые в основном зави-
сят от условий трения, одинаковых для каждого преднатяга. 

На участке С видно влияние на жесткость нормального контакта двух 
цилиндрических поверхностей близкого радиуса (наружного кольца ШП 
и корпуса ШУ) при постоянной силе трения для силовой схемы (19)  
в уравнении определения жесткости опоры (28). Результат с наибольшей 
жесткостью подшипника был получен для преднатяга 2160 Н (кривая 4, 
см. рис. 7). Увеличение радиальной жесткости происходит монотонно  
от значения радиальной нагрузки 70 до 500 Н, достигая 2/3 первоначаль-
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ного значения (кривые 2 и 3, см. рис. 7). Интересно, что радиальная  
жесткость подшипника, рассчитанная для преднатяга 245 Н (кривая 1, 
см. рис. 7), имеет выраженный максимум в области D для радиальной 
нагрузки 460 Н, после которой начинается уменьшение радиальной 
жесткости данной опоры. Это объясняется изменением условий контакта 
тел качения, часть которых начинает выходить из зацепления [7, 10].  
Для кривых 2, 3 и 4 также появляются максимумы, подобные области D, 
но для больших значений жесткости. 

В заключение отметим, что приведенный на рис. 7 пример может быть 
достоверным только в области оговоренных допущений. В указанном 
примере более правильным было бы привести ХСС, т. е. зависимость из-
менения силовых смещений от изменения радиальной нагрузки, посколь-
ку сила трения, участвующая в контакте, изменяет упругие силы, как если 
бы сила трения была эквивалентом приложенной нагрузки. Однако такой 
подход значительно увеличил бы объем работы, а имеющиеся экспери-
ментальные данные приведены в виде зависимости жесткостей подшип-
ников от приложенных к ним нагрузок.  

В дополнение можно утверждать, что полученная теоретическая ХСС, 
приведенная в виде зависимости радиальной жесткости опоры качения  
с одним ШП, коррелирует с подобными экспериментальными характери-
стиками [8, 13, 32]. 

Заключение. Результаты показывают, что расчетные значения ради-
альной жесткости, используемые, например, при проектировании ШУ,  
на практике могут оказаться не такими, как предполагалось конструкто-
рами изначально. Проведенное исследование опоры в виде системы под-
шипник с контактным взаимодействием и трением показало, что реальная 
жесткость опоры может до 2 раз отличаться от рассчитанного теоретиче-
ского. При этом модели для анализа системы подшипник + контакты ис-
пользовались достаточно простые, а задача ставилась с большим числом 
допущений и упрощений.  

Предлагаемый подход с учетом контактной жесткости и трения имеет 
большие предсказательные возможности для определения радиальной 
жесткости опор или для описания уже существующих подшипников. 
Можно утверждать, что неточно выбранные значения жесткостей опор  
в ШУ при проектировании или программной коррекции его работы суще-
ственно влияют на точность обработки, поскольку такие важные парамет-
ры ШУ, как межопорное расстояние и число подшипников в опоре будут 
назначаться неверно вследствие неточных данных по значениям жестко-
стей опор. 
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Исследование показало, что фактически полученные эксперименталь-
ные значения силовых смещений подшипниковой опоры под действием 
внешней нагрузки для определения жесткости включают в себя значения 
упругих смещений колец подшипника, контактных смещений, в том числе 
и неупругих. Такие данные также содержат значения смещений из-за дей-
ствия сил трения в контактах, поскольку влияют на финальный баланс 
смещений деталей в подшипниковой опоре. Поэтому отнесение значений 
внешней нагрузки к полученным смещениям определяют в виде жесткости 
опоры, хотя внешняя нагрузка не соотносится с силами трения, а смеще-
ния, вызывающие силы трения, не соотносятся с упругими смещениями 
несущей системы подшипника. Предложено такую жесткость именовать 
кажущейся жесткостью до момента разделения составляющих смещений  
и вызывающих их сил, поскольку, строго говоря, упругие свойства не мо-
гут зависеть от сил трения [2], а они в получаемых эксперименталь- 
ных данных уже заложены. Кроме того, в работе на примере подшипника  
NSK 7014 A5 показано взаимодействие чисто упругих смещений колец 
подшипника с упругими и упругопластическими контактными смеще-
ниями и влиянием сил трения. При этом экспериментальные значения  
жесткости в зависимости от нагрузки качественно похожи на полученные 
в работе теоретические результаты.  

Применение теории силовых смещений показывает, что подход, пред-
ложенный П.М. Чернянским, содержит элементы теории системного ана-
лиза, который при некотором усовершенствовании целесообразно исполь-
зовать для проектирования узлов и агрегатов станочных и других преци-
зионных технологических машин. 

Посвящается памяти профессора П.М. Чернянского, автора 
оригинальной теории силовых смещений в станкостроении 
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FEATURES OF APPLYING THE FORCE DISPLACEMENT THEORY  
TO THE CONTACT STIFFNESS CALCULATION  
FOR THE SPINDLE ANGULAR CONTACT BALL BEARING SUPPORT 

A.V. Frolov frolov@frolov.moscow 

JSC “Central Research Institute of Automation and Hydraulics”,  
Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
Contact stiffness is an important parameter for describ-
ing the interaction of plenty precise engineering solu-
tions, for example, for machine-tool manufacture,  
the most important element of the carrier system is the 
spindle assembly supports, largely determining the 
accuracy of machining parts on the machine. The article 
considers an example of a system approach to describ-
ing the variable stiffness of a high-precision spindle 
bearing, combining an analytical approach to calculat-
ing the variable quasi-static stiffness of an angular con-
tact ball bearing and a methodological approach that 
takes into account the contact normal and tangential 
force displacements of the upper bearing ring while 
considering the friction force for tangential interactions. 
The proposed system approach to calculating the stiff-
ness of a ball bearing support is based on fairly simple 
models, in particular, the apparatus proposed by Profes-
sor P.M. Chernyanskiy, describing the phenomena  
of changing the spindle supports stiffness. These chang-
es were experimentally obtained and weren’t described 
in earlier works. It is shown that the experimental stiff-
ness consists of elastic and contact components, de-
pending on the friction forces, therefore, the concept  
of apparent stiffness is introduced for data that are not 
taken into account in the processes under study.  
The effect of the axial displacement of the spindle is 
explained on the basis of contact interactions in the 
support of the spindle unit. The resulting analytical 
system model was tested on well-known bearing sup-
ports and the obtained stiffness solutions were com-
pared with validated experimental data from open 
sources 

Ball bearing, support, contact 
stiffness, friction, force dis-
placement theory 
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