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Аннотация Ключевые слова 
Качественное решение задачи о расчете конвективного 
теплообмена в ламинарно-турбулентном пограничном 
слое сопряжено с необходимостью численного инте-
грирования дифференциальных уравнений этого слоя, 
дополненных теми или иными полуэмпирическими 
моделями турбулентной вязкости, которые должны 
быть апробированы на результатах эксперименталь-
ных исследований, выполненных в условиях, обеспе-
чивающих моделирование газодинамической картины 
обтекания тела газовым потоком. Для практических 
приложений важным является разработка относитель-
но простых методов расчета, имеющих достаточно 
высокую точность. К настоящему времени наиболее 
широкое распространение для решения указанной 
задачи в авиационной и ракетно-космической технике 
получил простой метод эффективной длины, который, 
как утверждается, характеризуется удовлетворитель-
ной точностью. Однако это утверждение не является 
корректным при больших числах Рейнольдса на полу-
сфере. В этих условиях существенно более высокое 
качество описания экспериментальных данных наблю-
дается в рамках полуэмпирических моделей расчета 
кажущейся турбулентной вязкости. Проанализирована 
возможность применения аналогичного подхода для 
боковой поверхности затупленного конуса малого 
удлинения. Приведено описание нового эффективного 
подхода к решению данной задачи, имеющего высокую 
точность и максимальную простоту при его использо-
вании на практике. Результаты систематических расче-
тов, проведенных с применением этого метода, срав-
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ниваются с аналогичными данными, полученными 
в рамках наиболее частo цитируемых подходов к ре-
шению данной задачи 
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Введение. Как известно [1], все методики, используемые для расчета лами-
нарно-турбулентного теплообмена, базируются либо на интегральных ме-
тодах типа метода эффективной длины, либо на применении тех или иных 
полуэмпирических моделей расчета «кажущейся» турбулентной вязкости 
при численном интегрировании дифференциальных уравнений ламинар-
но-турбулентного пограничного слоя или уравнений Навье — Стокса. 

При этом все указанные методики базируются на применении набора 
констант, подобранных на базе согласования расчетных и эксперимен-
тальных данных, однако получение последних сопряжено с большими 
техническими трудностями. 

В работе [1] показано, что для расчета теплообмена на боковых поверх-
ностях конусов применение метода эффективной длины и различных ме-
тодик численного интегрирования уравнений ламинарно-турбулентного 
пограничного слоя находится в удовлетворительном соответствии с ре-
зультатами трубных экспериментов, проведенных при умеренных числах 
Рейнольдса. 

Однако вопросам, связанным с сопоставлением расчетных и экспе-
риментальных данных для градиентных течений газа, а также и для без-
градиентных течений газа с большими числами Рейнольдса, не уделено 
должного внимания. На это обстоятельство, в частности, обращено вни-
мание в работе [2]. 

Отметим, что применению любых полуэмпирических методов расчета 
ламинарно-турбулентного теплообмена должна предшествовать их апро-
бация на экспериментальных данных, полученных как минимум в услови-
ях газодинамического моделирования исследуемого явления. 

Для расчета обтекания полусферы сверхзвуковым газовым потоком 
эта задача решена в [2] на базе расчетно-теоретического анализа экспери-
ментальных данных, опубликованных в [3, 4]. При этом показано, что ис-
пользование метода эффективной длины и численного интегрирования 
уравнений ламинарно-турбулентного пограничного слоя в сочетании  
с полуэмпирической моделью турбулентной вязкости Себечи — Смита [5] 
сопряжено с примерно полуторакратным превышением результатов рас-
четных исследований относительно экспериментальных данных. 

Для безградиентных течений газа сопоставление расчетных и экспери-
ментальных данных по конвективному теплообмену, приведенное, в част-
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ности, в работе [1] для боковых поверхностей затупленных конусов, огра-
ничено случаем низких чисел Рейнольдса, что недостаточно с точки зре-
ния практических приложений. 

Важно подчеркнуть, что произвольные константы, используемые в по-
луэмпирических моделях турбулентности и установленные на базе соот-
ветствия расчетных и экспериментальных данных, в общем случае могут 
отличаться для случаев градиентных и безградиентных течений газа. 

Так, в работе [6] в более широком диапазоне изменения чисел Рей-
нольдса, чем было рассмотрено в работе [1], приведено наиболее каче-
ственное описание экспериментальных данных в рамках той же полуэм-
пирической модели турбулентности, что и в работе [2], но уже при других 
значениях произвольных констант. Поэтому представляет значительный 
интерес проведение исследований конвективного теплообмена и трения  
в безградиентных течениях газа, выполненное в рамках различных расчет-
ных подходов. Решению этой задачи и посвящена настоящая работа. 

Метод решения задачи. Рассмотрим задачу течения газа над непрони-
цаемой поверхностью конусов с различными углами полураствора в рам-
ках численного интегрирования дифференциальных уравнений тонкого 
ламинарно-турбулентного пограничного слоя. 

Расчеты проведены для радиуса сферического затупления конуса, рав-
ного 0,05 м, с углами полураствора , равными 0, 5, 10, 15 и 20 , в широком 
диапазоне изменения определяющих факторов: 

– число Маха M  в набегающем газовом потоке изменялось от 4  
до 25; 

– число Рейнольдса ,Re ,L  рассчитанное по параметрам воздуха в на-
бегающем потоке и характерному размеру тела L, в качестве которого 
принят радиус полусферы, изменялось от 106 до 108; 

– энтальпийный фактор ,hR  равный отношению энтальпии газа при 
температуре стенки к энтальпии торможения набегающего газового по-
тока, изменялся в определенных пределах, нижняя граница которых со-
ответствовала температуре 300 K, а верхняя граница менялась от 0,1  
до 0,4 пропорционально числу Маха. 

При этом: 
– длина конуса равна 10, 7 и 5 радиусам его сферического затупления 

соответственно при значениях угла  меньших, равных и больших 10 ; 
– расчет давления и скорости идеального газа на поверхности тела 

проведен в рамках численного решения уравнений Эйлера; 
– использовано допущение о термохимическом равновесии воздуха; 
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– расчет диффузионного массопереноса выполнен в рамках примене-
ния уравнений Стефана — Максвелла [7]; 

– в качестве функции межмолекулярной потенциальной энергии ис-
пользован потенциал Леннарда — Джонса [7], а для расчета переносных 
свойств газовой смеси применен метод Гиршфельдера [7]; 

– использованы кинетические константы потенциала Леннарда — 
Джонса, установленные в работе [8] на базе обеспечения оптимального 
описания коэффициента динамической вязкости равновесного воздуха, 
рассчитанного в четвертом приближении теории Чепмена — Энскога; 

– численное интегрирование уравнений ламинарно-турбулентного по-
граничного слоя проведено при единичном значении коэффициента пе-
ремежаемости; 

– расчет турбулентной составляющей в коэффициенте динамической 
вязкости выполнен в рамках алгебраической модели Себечи — Смита [5], 
модифицированной в работах [2, 6] для случаев градиентного и безгради-
ентного течения газа. 

Широко используемые на практике литературные рекомендации [1] 
по расчету интенсивности турбулентного теплообмена на боковой по-
верхности конуса, основанные на аппроксимации результатов система-
тических расчетов, полученных в рамках метода эффективной длины, за-
писываются в виде следующих простых зависимостей: 
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Здесь Sth  и *Sth  — число Стантона по теплообмену в текущем узле на боко-
вой поверхности конуса и его максимальное значение на поверхности тела 
в целом; ,WaR  — отношение плотностей в набегающем газовом потоке  
и за прямой ударной волной; r  — удаление текущего узла на боковой по-
верхности конуса от его оси симметрии в калибрах от характерного линей-
ного размера L конуса, в качестве которого выступает радиус его сфериче-
ского затупления;  p и 0p  —  значения давления газа в текущем узле на бо-
ковой поверхности конуса и в его критической точке; u  и V  — значения 
скорости течения идеального газа в текущем узле на боковой поверхности 
конуса и скорости в набегающем газовом потоке;  — плотность в набе-
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гающем потоке; wq  — удельный конвективный тепловой поток; ,rh  wh  — 
энтальпия восстановления и энтальпия на стенке. 

Отметим, что несмотря на кажущуюся простоту, эти формулы со-
держат в качестве исходных данных значительный объем информации  
о результатах строгого газодинамического расчета. 

В работе [9] предложен подход к описанию теплообмена в ламинар-
но-турбулентном пограничном слое, основанный на выделении из сум-
марной тепловой нагрузки той его части, которая обусловлена турбу-
лентными пульсациями в газе. 

Следуя этому подходу, в [10, 11] предложены эффективные численные 
методы расчета конвективного теплообмена и трения в ламинарно-турбу-
лентном пограничном слое на полусфере. 

В настоящей работе аналогичный подход применен для боковой по-
верхности конуса, что свидетельствует о его достаточной степени уни-
версальности. 

Рассмотрим задачу построения зависимостей, оптимально аппрокси-
мирующих результаты систематических численных решений уравнений 
ламинарно-турбулентного пограничного слоя на боковой поверхности 
конуса, для функций вида  

,
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Здесь  — напряжение трения, а индексы L  и звездочка относятся соответ-
ственно к ламинарному режиму течения газа в пограничном слое  к макси-
муму функции на поверхности тела в целом (аппроксимационные форму-
лы для расчета функций с этими индексами приведены в [10, 11]). 

На базе результатов, полученных в рамках исследований, выполненных 
при численном интегрировании уравнений ламинарно-турбулентного по-
граничного слоя по описанной методологии, с использованием метода 
наименьших квадратов [12], построены оптимальные аппроксимационные 
формулы для расчета функций h  и :f  
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Эти зависимости построены с использованием одного из вариантов 
эвристического метода прямого поиска Хука — Дживса [13], а оптималь-
ные значения аппроксимационных коэффициентов ,i k  и соответству-
ющие их использованию максимальные k  и среднеквадратические k  
погрешности в процентах приведены в табл. 1.  

Таблица 1 

Значения аппроксимационных коэффициентов (3), (4)  
и погрешностей, соответствующих их применению 

,  j 1, j 2, j 3, j 4 , j k, % k, %  

0 h  0,294 0,681 0,0127 0,0940 26 13 
f  0,231 0,527 0 0 60 25 

5 h  0,369 0,609 0,0152 0,0916 26 11 
f  0,286 0,411 0 0 50 22 

10 h  0,475 0,515 0,0178 0,0916 27 9 
f  0,408 0,338 0 0 42 19 

15 h  0,604 0,387 0,0330 0,0916 30 10 
f  0,464 0,132 0 0 32 16 

20 h  0,853 0,157 0,0650 0,0916 39 16 
f  0,704 0,0449 0 0 38 15 

 
Приведенные данные по параметрам теплообмена и трения для отлич-

ных от табличных значений угла полураствора конуса можно использо-
вать путем интерполяции затабулированных численных значений. 

Однако наряду с этим могут быть использованы приближенные фор-
мулы для расчета аппроксимационных коэффициентов ,i j  в функции 
угла полураствора конуса. 

Например, при выполнении условия 10  для вычисления коэффи-
циентов ,i h  можно рекомендовать формулы: 

  
1, 2,

3, 4,

0, 475 0, 015  10 ; 0, 5 0, 02 10 ;
0, 0178 0, 0005 10 ; 0, 0916.

h h

h h
     (5) 

В свою очередь, при выполнении условия 10  данная задача может 
быть решена с использованием следующих формул: 

 
2 2

1, 2,
2

3, 4,

0, 475 0, 004 10 ; 0, 5 0, 003 10 ;

0, 0178 0, 0005 10 ; 0, 0916.

h h

h h
 (6) 
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В табл. 2 приведено сопоставление погрешностей, соответствующих 
применению формулы (3), имеющей место при использовании оптималь-
ных значений аппроксимационных коэффициентов, и их приближенных 
значений, рассчитанных по формулам (5) и (6), результаты сопоставления 
свидетельствуют о том, что применение предложенных приближенных 
формул характеризуется уровнем погрешностей, крайне незначительно 
уступающих результатам оптимизационного расчета.  

Таблица 2 
Сопоставление погрешностей (3), соответствующих  различным подходам  

к расчету аппроксимационных коэффициентов 

Коэффициенты 
 

,  
0 5 10 15 20 

, % , % , % , % , % , % , % , % , % , % 
Оптимальные 26 13 26 11 27 9 30 10 38 16 
Приближенные 32 11 43 11 28 9 40 18 42 16 

Исследуемые параметры теплообмена и трения, полученные в резуль-
тате численного интегрирования уравнений пограничного слоя на не-
проницаемой стенке и применения предложенной аппроксимационной 
процедуры, сравнивались с аналогичными данными, соответствующими 
использованию следующих инженерных методов, широко применяемых 
на практике: 

– метода эффективной длины В.С. Авдуевского [1, 14]; 
– совокупность формул (1) и (2) из работы [1], основанной на аппрок-

симации результатов систематических исследований, выполненных по ме-
тоду эффективной длины. 

В качестве примера на рисунке приведена функция ( )h s  для непрони-
цаемой боковой поверхности конусов с различными углами полураствора, 
полученная в результате численного моделирования уравнений погранич-
ного слоя при M 6,  0,344752  кг/м3, 216, 65 K,T  Pr 0,71.  Здесь 

,  ,T  Pr  — плотность, температура и число Прандтля в набегающем по-
токе, сплошные кривые — функция 1,  штриховые — модуль относитель-
ной погрешности расчета  для приближенных методов расчета. 

При этом цифра 1 относится к использованию приведенных аппрок-
симационных формул, цифра 2 — к использованию метода эффективной 
длины, 3 — к использованию формул (1) и (2), цифрой 4 отмечена погреш-
ность расчета для формул (1) и (2) по отношению к методу эффективной 
длины. 
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Пример сопоставления результатов приближенных подходов  

к расчету функции ( )h s  на непроницаемой поверхности конусов  
с углами полураствора 0 ( ); 10 ( ); 20 ( )а б в  



Конвективный теплообмен  и трение в тонком ламинарно-турбулентном пограничном слое… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2021. № 3 33 

В табл. 3 приведена сводная информация по погрешностям расчета 
функций Sth  и St ,f  соответствующим всем рассмотренным методам и рас-
считанным для всей указанной совокупности условий обтекания конуса 
газовым потоком.  

  Таблица 3 
Сводная информация о точности приближенных методов расчета 

параметров теплообмена и трения на непроницаемой стенке 

,  Номер 
метода расчета 

Sth  St f  
, % , % , % , % 

0 

1 22 10 50 19 
2 95 30 – – 
3 56 16 – – 
4 33 13 – – 

5 

1 22 8 44 16 
2 63 23 – – 
3 52 16 – – 
4 16 7 – – 

10 

1 19 7 34 13 
2 50 20 – – 
3 35 16 – – 
4 14 5 – – 

15 

1 23 7 30 11 
2 50 21 – – 
3 36 16 – – 
4 13 5 – – 

20 

1 30 12 37 10 
2 53 23 – – 
3 46 17 – – 
4 13 6 – – 

 
Заключение. Согласно результатам анализа данных для случая обте-

кания непроницаемой боковой поверхности конуса воздушным потоком 
можно сделать следующие выводы.  

Предлагаемый метод расчета удельного теплового потока при лами-
нарно-турбулентном режиме течения характеризуется минимальным 
уровнем погрешности по сравнению с литературными аналогами и может 
быть рекомендован для широкого использования на практике; он характе-
ризуется наибольшей простотой, поскольку не используется никакая ин-
формация о газодинамических параметрах течения. 
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Предложенный метод расчета напряжения трения, не имеющий ана-
логов в литературе, характеризуется удовлетворительной точностью. 

Достаточно высокий уровень погрешностей, свойственных использо-
ванию формул (1) и (2) для удельного теплового потока, ограничивает 
возможность широкого практического применения данных формул 

Предложен новый метод расчета конвективного теплообмена и трения 
в ламинарно-турбулентном пограничном слое на боковой поверхности 
затупленного конуса, обтекаемого сверхзвуковым воздушным потоком под 
нулевым углом атаки. Он пригоден для практических приложений. Метод 
также может применяться как для тел более сложной формы, так и в слу-
чае обтекания тел воздушным потоком при ненулевом угле атаки и ис-
пользовании метода «локального конуса». 
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Abstract Keywords 
In order to provide a high-quality solution to the problem 
of computing convective heat transfer parameters in a 
laminar-to-turbulent boundary layer, it is necessary to 
numerically integrate differential equations describing that 
layer, completed by semi-empirical turbulent viscosity 
models, said models having been tested by comparing their 
output to the results of experimental investigations where 
the gas dynamics of a gas flow around a body is correctly 
simulated. Developing relatively simple yet adequately 
accurate computation methods becomes crucial for practi-
cal applications. To date, the effective length method, being 
simple yet apparently boasting an acceptable accuracy, has 
become the most widespread technique for solving this 
problem in aircraft design and aerospace technology. How-
ever, this statement is not correct for large Reynolds num-
bers on a hemisphere. Under these conditions, semi-
empirical apparent turbulent viscosity models provide 
significantly better matches to experimental data. The 
paper analyses the feasibility of using a similar approach for 
the lateral surface of a blunted cone featuring a low aspect 
ratio. We describe a new efficient approach to solving this 
problem, demonstrating a high accuracy and maximum 
simplicity when used in practice. We check the results of 
systematic computations using our method against compa-
rable data obtained via the most frequently cited approach-
es to solving this problem 

Convective heat transfer, 
friction, impulse loss thick-
ness, boundary layer 
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