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Аннотация Ключевые слова 
Предложен вывод функции плотности распреде-
ления вероятности случайной величины, пред-
ставляющей собой сравнительный коэффициент 
эффективности материалов по массе или стоимо-
сти. Данный коэффициент на ранней стадии про-
ектирования позволяет проводить научно обосно-
ванный выбор материала, учитывая его прочност-
ные или жесткостные, весовые или стоимостные 
характеристики. Отличительной особенностью 
коэффициента является возможность учета влия-
ния на эффективность материала при применении 
его для тонкостенной кузовной конструкции важ-
ного технологического ограничения: дискретности 
стандартного ряда толщин тонколистового мате-
риала. Указанная функция позволяет с высокой 
точностью определять вероятность отклонения 
рассматриваемой случайной величины от своего 
математического ожидания не далее пределов 
заданного интервала. Применение данной функ-
ции ведет к существенному совершенствованию 
разработанной методики выбора эффективного 
материала на стадии проектирования тонкостен-
ного изделия, ранее основанной на применении 
неравенства Чебышева. Приведен пример выбора 
эффективного материала для обшивки трехслой-
ной панели, работающей на устойчивость 
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Кузова транспортных средств представляют собой тонкостенные несу-
щие конструкции, стоимость которых зачастую составляет более полови-
ны стоимости комплектного транспортного средства. В связи с этим за-
дача совершенствования кузовных несущих конструкций является важ-
ной и актуальной. 
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Вопросам совершенствования кузовных конструкций автотранс-
портных средств на стадии проектирования посвящены работы, напри-
мер, [1, 2] и др. 

Одним из важных вопросов ранней стадии проектирования тонко-
стенной несущей конструкции является выбор конструкционного материа-
ла, способного обеспечить высокие прочностные, весовые и стоимостные 
показатели нового изделия. Как было показано в работах [3–5],  вопрос вы-
бора материала сводится к возможности количественной оценки измене-
ния прочностных, стоимостных или других свойств конструкции при за-
мене базового материала на новый. Количественная оценка выполняется 
при условии конструктивной подобности новой и базовой конструкций 
путем расчета значений сравнительных коэффициентов эффективности. 

В работе [3] рассмотрен коэффициент эффективности материала по 
реальной массе, рассчитываемый по формуле 

 1 1
м.р

п(ж) 2 1 2 1

1 /
1/ ( / ) ( / )

s sK
K s s

, (1) 

где [0; / 2]i is s  — отклонение реальной толщины листа от оптимального 
значения (случайная величина с равномерной плотностью распределения), 

is  — шаг стандартных толщин листов в окрестности оптимального значе-
ния; is  — толщина листа рассматриваемой детали; п(ж)K  — идеализирован-
ный коэффициент эффективности материала по прочности, жесткости, 
устойчивости, стоимости и другим параметрам [4], выражение для данного 
коэффициента зависит от критерия эффективности и нагрузочной ситуа-
ции, может принимать разнообразные формы записи; i  — плотность ма-
териала; 1 2/  — относительная плотность базового и нового материа-
лов. Индексы 1 и 2 показывают, что параметр относится к базовой и новой 
конструкции. 

Выражение (1) можно переписать так (рис. 1, а): 
 м.р / tg .K Z Y X   

Здесь 
1 2[ ; ]X a a , 1 п(ж)1/a K , 2 п(ж) 2 11/ /(2 )a K s s ; 

1 2[ ; ]Y b b , 1 1b , 2 1 1/ (2 ) 1;b s s  

X  и Y  — случайные величины с равномерными плотностями распреде-
ления, так как линейно связаны с величинами is  через константы. При 
этом в двумерном пространстве ( , )X Y  область определения случайной 
величины Z  представляет собой прямоугольник (см. рис. 1, а). 
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а б 

Рис. 1. Область определения случайной величины Z (а) и расчетная схема 
определения плотности вероятности (б) 

 
Для нахождения плотности распределения вероятности случайной 

величины Z  воспользуемся следующей зависимостью [6]: 
 ( ) ( )z dz P z Z z dz ,  

при этом возможны два случая: 1) 1 1 2 2/ /b a b a ; 2) 1 1 2 2/ / .b a b a  
Рассмотрим характерные точки (вершины) области определения, они 

определяются соотношениями из работ [3] 
min1 2 п(ж) 2 1 м.р/ 1/(1/ /(2 ))b a K s s K ; 

max2 1 п(ж) 1 1 м.р/ ( /(2 ) 1)b a K s s K  

и [4]  

 2 2 1 1 п(ж) 2 1 м/ ( /(2 ) 1) /(1/ /(2 ))b a s s K s s K ;  

1 1 п(ж)/b a K . 

Здесь minм.рK  и maxм.рK  — возможные наименьшее и наибольшее значения 
м.рK . 

Таким образом, первый случай соответствует п(ж) м,K K  а второй — 
п(ж) м.K K  

В каждом рассматриваемом случае по мере возрастания Z  можно 
выделить по три отдельных участка а–в, на которых функция плотности 

( )z  будет непрерывной (рис. 1, б). Пример нахождения функции плот-
ности распределения вероятности для первого случая (участок а) приве-
ден далее. 
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Площадь всей области определения 

 2
2 1 2 1 1 2 1( )( ) 4 ,A a a b b s s s  1 2 2 2[ / ; / ]z b a b a . (2) 

Площадь заштрихованной области (см. рис. 1, б) 

 
2

1 1 12
2 2 2 1 2

1 1 1( ) ,
2 2 2

b b bA a z dz a z a b a dz
z z dz z

  

поскольку с точностью до величин первого порядка малости можно при-
нять 

 1 1 1 1
2( )

b b b dz b dz
z z dz z z dz z

.  

С учетом 

 ( ) d Az
dz A

  

результаты определения функции плотности распределения вероятности 
на всех участках и для обоих случаев сведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Функция плотности ( )z  для разных случаев и участков 

Участок Первый случай Второй случай 

а 
2 2

12 ( / ) /(2 )a b z A  

1 2 2 2[ / ; / ]z b a b a  
1 2 1 1[ / ; / ]z b a b a  

б 
2 2 2
2 1 /(2 )b b Az  

2 2 1 1[ / ; / ]z b a b a  

2 2
2 1 /(2 )a a A  

1 1 2 2[ / ; / ]z b a b a  

в 
2 2

2 1( / ) /(2 )b z a A  

1 2 2 2[ / ; / ]z b a b a  
2 2 2 1[ / ; / ]z b a b a  

 
Графики ( )z  для первого и второго случаев приведены на рис. 2. 
Найдем математическое ожидание случайной величины м.рK  

 1 ( )Z z z dz .  

Опуская промежуточные математические выкладки, можно записать: 

 
2 2

2 22 1
1 1

1 1
ln ln

2Z
b b a ak

A a a
 (3) 
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— для первого случая; 

 
2 22 2

2 12 1 2 2
2 1 1 2 м п(ж)

2 14Z Z Z
a a b b k K K

A a a
 (4) 

— для второго случая.  
Подставим значения ia  и ib , тогда 

 п(ж) 21 1
1

2 2 1

2 ln 1
2 2Z

K ss s
s s s

.  

a 

б 

Рис. 2. Функция φ(z) для первого (а) и второго (б) случаев  
 
Выражение для 1Z  сошлось с выражением, полученным в [3] другим 

методом, что подтверждает правильность математических выкладок: 

 1 2 2 2
2 1 м п(ж)

1 п(ж) 1

1 1
4Z Z

s s K K
s K s

.  

Вероятность отклонения случайной величины от математического 
ожидания на некоторое значение 
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 ( )
Z

Z
ZP z z dz p . (5) 

Далее рассмотрим пример реализации методики выбора вариантов 
материалов на замену базовому, изложенной в [3], но с учетом приведен-
ных новых соотношений. 

Предположим, что перед конструктором стоит задача снижения на  
50 % массы плоской обшивки трехслойной панели из Д-16, работающей на 
потерю устойчивости при сжатии, путем замены указанного материала на 
полимерный композиционный материал (ПКМ) из списка, приведенного  
в табл. 2. Характеристики волокон и связующего, применяемых для рас-
сматриваемых из списка ПКМ, приведены в табл. 3 и 4.  

Таблица 2 
Характеристики базового материала и ПКМ на замену 

Наименование Е1, ГПа  * ,E  ГПа [5] , кг/м3 ,s  мм 1,s мм 
Д16 [11] 68,5 0,33 77 2800 0,2 2 
T300/PEEK 128,3 

 

128,3 1533 

0,25 –  

T400H/PEEK 127,0 127,0 1550 
T700S/PEEK 139,6 139,6 1600 
T800H/PEEK 120,0 120,0 1504 
M60J/PEEK 237,6 237,6 1552 
НСВМ/T-26 63,0 63,0 1338 

1 Для ПКМ характеристика приведена в направлении вдоль волокон. 

Таблица 3 
Характеристики волокон 

Марка Источник Е, ГПа , кг/м3 Объемное  
содержание в ПКМ 

T300 

[7] 

230 1760 0,55 
T400H 250 1800 0,50 
T700S 230 1800 0,60 
T800H 294 1810 0,40 
M60J 588 1930 0,40 
НСВМ-29,4 (200)-2 [8] 103 1450 0,60 

Таблица 4 
Характеристики связующего 

Марка Источник Е, ГПа , кг/м3 
PEEK [9] 4 1300 
T-26 [10] 3,1 1170 



О.В. Воронков, Л.Н. Ерофеева 

40  ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2019. № 5  

Значения рассчитываемых характеристик, необходимые для оценки 
эффективности применения рассматриваемых наименований ПКМ, све-
дены в табл. 5. 

Таблица 5 

Промежуточные значения характеристик 

Наименование 
ПКМ 

  1a  2a  1b  310A  

T300/PEEK 1,803 0,599 0,468 0,502 

1,05 

1,733 
T400H/PEEK 1,806 0,605 0,468 0,503 1,730 
T700S/PEEK 1,750 0,551 0,468 0,504 1,786 
T800H/PEEK 1,862 0,641 0,463 0,497 1,679 
M60J/PEEK 1,804 0,324 0,381 0,415 1,732 
НСВМ/T-26 2,093 1,219 0,511 0,540 1,493 

 
В табл. 5 и 6 использованы следующие обозначения [4, 5]: * *

1 2/E E  — 
относительная жесткость материалов; *iE  — приведенный модуль упруго-
сти материала; 3ж /K  — идеализированный коэффициент эффектив-
ности по жесткости при изгибе; 1Z  — среднеквадратическое отклонение 
случайной величины м.рK  в первом случае [3]. 

Таблица 6 
Коэффициенты эффективности 

Наименование 
ПКМ 

min
м.рK  мK  жK  

max
м.рK  п(ж) мK K  1Z  1Z [3] 

T300/PEEK 1,991 2,091 2,139 2,246 

Да,  
для первого 

случая 

2,115 0,053 
T400H/PEEK 1,989 2,088 2,136 2,242 2,112 0,053 
T700S/PEEK 1,984 2,083 2,135 2,242 2,109 0,054 
T800H/PEEK 2,014 2,114 2,160 2,268 2,137 0,053 
M60J/PEEK 2,409 2,529 2,628 2,759 2,578 0,074 
НСВМ/T-26 1,851 1,943 1,959 2,057 1,951 0,042 

 
Сначала для сравнения выполним расчет по зависимостям, основан-

ным на неравенстве Чебышева и приведенным в [3]. Величина довери-
тельной вероятности для автомобилестроения * = 0,95. В соответствии с 
условиями задания d = 0,5 (требуемый показатель снижения массы дета-
ли при сохранении критический силы на прежнем уровне). Значения 
расчетных величин сведены в табл. 7. 
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Таблица 7 
Характеристики материалов на замену базовому 

Характеристика 

Наименование ПКМ 

T300/ 
PEEK 

T400H/ 
PEEK 

T700S/ 
PEEK 

T800H/ 
PEEK 

M60J/ 
PEEK 

НСВМ/ 
T-26 

max  0,054 0,053 0,052 0,064 0,224 – 

, принятое значение 0,053 
min
м.р 1/(1 )K d  Нет Нет Нет Да Да Нет 

1 1/[(1 )(1 )]Z d  Да Да Нет Да Да Нет 
Характеристика  
материала Вер. Вер. Нет Гарант. Гарант. Нет 

Примечание. «Вер.» — материал обеспечивает требуемое снижение массы детали 
по вероятности; «Нет» — материал не обеспечивает требуемое снижение массы дета-
ли; «Гарант.» — материал гарантированно обеспечивает требуемое снижение массы 
детали. 

В табл. 7 введены обозначения [3]:  — возможная относительная 
ошибка прогноза при заданной вероятности; max /  — из гранично-
го случая неравенства Чебышева и условия 1,i  где i  — вероятность 
того, что относительная ошибка прогноза не превысит . По рекоменда-
ции в [3] для  принимаем минимальное значение из max  для материа-
лов, обеспечивающих требуемое снижение массы детали по вероятности. 

На данном этапе перед конструктором возникает следующий выбор: 
а — взять материал, который гарантированно обеспечит требуемое сни-
жение массы детали; б — рассмотреть материалы, которые обеспечат тре-
буемое снижение массы детали по вероятности, назовем их альтернатив-
ными материалами. В случае а — выбираемые материалы, как правило, 
являются относительно дорогостоящими, в случае б — есть вероятность, 
что придется рассматривать несколько вариантов конструкции (с разны-
ми материалами), чтобы обеспечить заданное требование. Оценка воз-
можного числа таких вариантов по методике [3] приведена в табл. 8. 

 Таблица 8 

Возможное число вариантов конструкции 

Наименование ПКМ i  n  q  1n  
T300/PEEK 0,777 

2 0,222 1,992 T400H/PEEK 0,778 
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В табл. 8 1 ,n n  что означает, что рассмотренное число из двух вариан-
тов альтернативных материалов достаточно для выполнения требований 
поставленного задания с доверительной вероятностью. При этом величины 
вероятностей i  рассчитываются на основе неравенства Чебышева. 

Зависимости, приведенные в табл.1, а также зависимости (2)–(4) поз-
воляют рассчитать величины i  более точно, основываясь на функции 
плотности распределения вероятности случайной величины м.р.K  Значе-
ния, рассчитанные по указанным зависимостям для той же величины , 
сведены в табл. 9. 

 Таблица 9 
Уточненные значения вероятностей 

Наименование ПКМ i  
T300/PEEK 0,985 
T400H/PEEK 0,985 

Видно, что в рассматриваемом случае каждый из альтернативных ма-
териалов обеспечивает выполнение требования поставленного задания с 
вероятностью более доверительной, т. е. возможное число вариантов 
конструкции при этом сокращается до одного. 

Заключение. Выведенные в рамках настоящей работы зависимости 
позволяют более точно определять величины вероятностей i  для мето-
дики [3]. Тем самым при использовании альтернативных материалов 
уменьшается возможное число рассматриваемых  вариантов конструк-
ции. В результате этого расширяется перечень материалов, которые кон-
структор может научно обоснованно использовать при разработке новой 
конструкции. 
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Abstract Keywords 
The paper introduces a mathematical derivation of 
probability density function for a random variable 
which is a comparative material’s mass or cost effi-
ciency coefficient. At early development stage, the 
coefficient allows a scientifically based selection of 
material, taking into account its strength or stiff-
ness, weight or cost characteristics. A distinctive 
feature of the coefficient is the ability to take into 
account the effect on material efficiency when the 
material is applied to a thin-walled body structure 
of an important technological limitation: the dis-
creteness of the standard range of sheet material 
thicknesses. This function makes it possible to de-
termine with high accuracy the probability of the 
deviation of the considered random variable from 
its expectation not further than the limits of a given 
interval. The use of this function leads to a signifi-
cant improvement in the developed methodology 
for selecting an effective material at the develop-
ment stage of a thin-walled product, the methodol-
ogy being previously based on the application  
of Chebyshev's inequality. We give an example of 
selecting an effective material from the list of mate-
rials considered for a cover sheet of a sandwich-
panel under buckling condition 

Probability, probability density 
function, material efficiency coef-
ficient, early development stage, 
selection of material 
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