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Аннотация Ключевые  слова 
Предложена математическая модель поведения железо-
бетона при динамическом нагружении. За основу при-
нята модель, используемая в численном моделировании 
для бетона без армирования в случае ударного нагруже-
ния бетонной преграды проникающим телом. Числен-
ное моделирование проведено в рамках двумерной 
осесимметричной постановки задачи механики сплош-
ной среды. Влияние армирования на бетонную кон-
струкцию определено по изменению диаграммы дина-
мической сжимаемости бетона в области положитель-
ных объемных деформаций, а также по модификации 
его критерия прочности. В указанных изменениях и 
модификации учтены физико-механические свойства 
арматурной стали и коэффициент армирования бетон-
ной конструкции. Полученную модель можно исполь-
зовать в моделировании поведения железобетонных 
конструкций под воздействием динамических нагрузок 
при проникании твердых тел 
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Введение. Особенностью бетона является его различная сопротивляемость 
сжимающим и растягивающим нагрузкам. Причем абсолютные значения преде-
лов прочности на сжатие и растяжение могут отличаться в 8–12 раз, поэтому 
для увеличения прочности на растяжение во всех конструкциях из бетона ис-
пользуется армирование.  

Арматура представляет собой сварную сетку с прямоугольными ячейками 
со сторонами размером 100…300 мм. Она изготовляется либо из холоднотяну-
той проволоки диаметром 3...8 мм, либо из прутка специальной арматурной 
стали диаметром 6…40 мм. Сетки располагаются внутри бетонной конструкции 
с определенным шагом, увеличивающимся с удалением от поверхности. При 
этом в глубине конструкции устанавливаются сетки с крупной ячейкой, а возле 
поверхности — с мелкой. Число сеток может быть различным для конструкций 
разного назначения. Степень армирования конструкции оценивается специаль-
ным показателем — коэффициентом армирования (процентным отношением 
суммы площадей сечений прутков арматуры к общей площади сечения кон-
струкции в какой-либо плоскости). Обычно в качестве таких плоскостей рас-
сматривают две плоскости, перпендикулярные пруткам, образующим сетку. 
Значение коэффициента армирования составляет для обычных строительных 
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конструкций 0,3...0,4 %, для специальных усиленных конструкций она может 
достигать 2…4 %.  

При численном решении задач высокоскоростного взаимодействия тел с 
бетонными преградами модели поведения бетона, принимаемые авторами, как 
правило, не учитывают влияние арматуры [1–3], которое может проявиться при 
взаимодействии с бетонными конструкциями с высоким коэффициентом арми-
рования (например, фибробетоном с металлической стружкой). Поэтому пред-
ставляет интерес учет армирования при компьютерном моделировании поведе-
ния железобетонных конструкций при ударном нагружении.  

Постановка задачи. Рассмотрим модель поведения железобетона при ди-
намическом нагружении. За основу примем модель, предложенную ранее для 
бетонной преграды без армирования в случае ее ударного взаимодействия с 
проникающим телом [4–6]. Эта модель включает в себя уравнения состояния, 
отражающие основные особенности поведения бетона под нагрузкой (разруше-
ние материала во время нагружения и изменение его физико-механических 
свойств), что учитывается разными физическими соотношениями до и после 
разрушения бетона и условием его перехода в разрушенное состояние — усло-
вием прочности. 

На основании экспериментальных данных [4, 7] использована следующая 
модель: 

– до разрушения материал имеет физико-механические свойства бетона, 
является по аналогии с горными породами линейно упругим и его поведение 
описывается законом Гука [8]; 

– после разрушения материал имеет физико-механические свойства сыпу-
чей среды, является изотропно-упрочняющимся, упругопластическим материа-
лом и его поведение описывается соотношениями Прандтля — Рейсса и услови-
ем текучести Мизеса — Шлейхера [8]; 

– в качестве условия перехода бетона в разрушенное состояние используется 
критерий прочности Гениева — Киссюка [9] — модификация для бетона критериев 
Баландина и Хубера — Мизеса — Генке [10] — для материалов с различными пре-
делами прочности при сжатии и растяжении; 

– реальная диаграмма динамической сжимаемости бетона, отражающая не-
линейность соотношений между давлением и объемной деформацией, по ана-
логии с горными породами аппроксимируется кусочно-линейной зависимо-
стью, учитывающей необратимый характер деформаций после разрушения ма-
териала [11, 12].  

Используемое условие Гениева — Киссюка включает в себя первый инвари-
ант тензора напряжений I1, второй I2 и третий I3 инварианты девиатора напря-
жений, а также пределы прочности бетона при растяжении р, сжатии с и 
сдвиге сд с учетом их упрочнения при динамическом нагружении [13, 14]:  

 
3 22

сд 3 2
2 с р 1 р с

с р

33 1 1 1 0.
2 3

/I II I   (1) 



А.Л. Исаев, В.А. Велданов 

36  ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2018. № 6  

Оно учитывает разрушение материала в сложном напряженно-деформиро-
ванном состоянии. Единственным его недостатком является отсутствие учета 
разрушения материала в состоянии, близком к всестороннему равномерному 
сжатию. Однако этот недостаток устраняется введением дополнительного усло-
вия о непривышении давлением предела структурной прочности бетона при 
всестороннем сжатии — p < pc. 

Таким образом, принимается, что, если в какой-либо рассматриваемой точ-
ке в какой-то момент времени был нарушен критерий прочности, то начиная с 
этого момента в этой точке меняются физико-механические свойства материала 
и модель его поведения. Материал перестает быть чисто упругим. Его прочность 
на сдвиг резко падает и пропадает способность выдерживать растягивающие 
нагрузки, т. е. он превращается из бетона в сыпучую среду, поведение которой 
описывается упругопластической моделью с условием текучести, учитывающим 
характерное для сыпучих сред упрочнение с ростом давления: 

 

2

2 сц
с.п сц

0.pI K
K  

(2) 

Здесь Kсц, , с.п — сцепление, коэффициент внутреннего трения и предельное 
значение сдвиговой прочности разрушенного бетона. 

На используемой диаграмме динами-
ческой сжимаемости бетона следует оста-
новиться подробнее (рис. 1). 

Участок AB описывает поведение 
неразрушенного бетона вплоть до дости-
жения давлением пределов структурной 
прочности при сжатии pc или растяжении 
pp. Тангенс угла наклона этой прямой 
равен объемному модулю упругости 
неразрушенного бетона K. После начала 
разрушения при нагружении за точкой B 
бетон будет уплотняться за счет закрытия 

существующих в нем пор. Уплотнение происходит по линии BD с углом наклона, 
тангенс которого равен модулю K1, до достижения предела необратимого 
уплотнения pу в точке D, положение которой определяется пористостью бетона 
(достигающей 10…12 %). Поведение уже полностью уплотненного, разрушенного 
материала описывает участок DE с углом наклона, тангенс которого равен 
объемному модулю K2.  

Разгрузка разрушенного материала (например, из точки С) будет происхо-
дить по прямой CH с углом наклона, тангенс которого равен модулю K3, значе-
ние последнего находится в диапазоне от K до K2  и зависит от положения точки 
С на прямой BD. При этом давление будет падать до точки H, а затем оставаться 
на нулевом уровне (прямая HR), если объем будет продолжать увеличиваться. 

Рис. 1. Аппроксимация диаграммы дина-
мической сжимаемости бетона (p —  
   давление; e — объемная деформация) 
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Это означает, что бетон потерял сопротивляемость растяжению после разруше-
ния при сжатии. Повторная нагрузка в этом случае будет происходить по пути 
RHCDE. 

В упругом диапазоне разгрузка происходит по линии BA. Если ранее не 
произошло разрушение от сдвига по критерию прочности, то давление может 
принимать отрицательное значение вплоть до достижения pp. После этого оно 
скачком поднимется до нуля по прямой AL и при дальнейшей разгрузке будет 
оставаться на нулевом уровне LM. При повторном уплотнении давление будет 
изменяться по пути MLОBDE.  

Аналитически представленная модель сжимаемости описывается следую-
щим образом: 

p Ke   

— для линии AB p cp p p ; 

c 1
1

1

p K K
p K e

KK
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у с

e eK K K K
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Здесь pmax, emax — максимальное давление и соответствующая ему объемная де-
формация в рассматриваемой точке в процессе нагружения; eс, eу — значения 
объемной деформации, соответствующие пределам структурной прочности при 
сжатии и необратимого уплотнения.  

Решение. Предложенная модель не учитывает влияние армирования. Сде-
лать это предлагается следующим образом. Поскольку основное назначение ар-
матуры заключается в усилении сопротивляемости бетона растягивающим 
нагрузкам, в первую очередь необходимо обратить внимание на диаграмму ди-
намической сжимаемости, а точнее, на область положительных объемных де-
формаций. Именно в этой части диаграмма для железобетона будет отличаться 
от диаграммы для бетона [15].  

Общий качественный вид обеих диаграмм одинаков. В обоих случаях они 
имеют три участка (см. рис. 1): область неразрушенного материала с обратимым 
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характером деформаций AB, область разрушающегося материала с необратимыми 
деформациями BCD и область полностью разрушенного материала DE. Отличие 
будет наблюдаться лишь в значениях физико-механических характеристик, отме-
ченных на диаграмме. Для железобетона на них должны повлиять физико-
механические характеристики стали и коэффициент армирования. А именно, зна-
чения пределов структурной прочности и модулей объемного сжатия железобетона 
определяются следующим образом:  

жб
p p т ;p p  жб

у у т ;p p  
жб
с с т ;p p  жб

ст .iiK K K  

Здесь жб
р ,p  жб

с ,p  жб
уp  — пределы структурной прочности железобетона при рас-

тяжении, сжатии и уплотнении соответственно; , т, Kст — коэффициент арми-
рования, предел текучести и модуль объемного сжатия стали соответственно. 

Следует отметить, что таким же образом с учетом коэффициента армирова-
ния необходимо пересчитать и значение модуля упругости, используемого для 
расчета напряжений в железобетоне.  

Поведение железобетона в области сжа-
тия при нагрузке, разгрузке, повторной 
нагрузке будет таким же, что и у бетона. При 
положительных же объемных деформациях 
это поведение будет несколько другим (рис. 2). 

При увеличении объема неразрушенно-
го железобетона в области положительных 
деформаций давление будет уменьшаться по 
прямой OA. В точке A оно достигнет значе-
ния предела структурной прочности железо-

бетона при сжатии жб
pp  и после этого не поднимется до нуля, как у бетона, а 

примет значение, равное давлению в точке N, расположенной на прямой OS. 
Тангенс угла наклона этой прямой равен произведению коэффициента армиро-
вания на модуль объемного сжатия стали Kст. При дальнейшем увеличении 
объема давление будет изменяться по прямой OS, т. е. растяжению будет сопро-
тивляться только арматура до достижения давлением значения, равного произ-
ведению коэффициента армирования на предел текучести стали ст, соответ-
ствующего на диаграмме точке S. Отметим, что, если бетон был ранее разрушен 
при сжатии, изменение давления будет сразу же происходить по прямой OS  
(а не по прямой OA). 

Затем арматура начнет пластически деформироваться. В ней установится 
постоянное давление до разрыва в точке V, положение которой определяется 
значением линейной относительной деформации стали. После разрыва давле-
ние поднимется по линии VQ и в дальнейшем будет оставаться на нулевом 
уровне. Если до разрыва арматуры начнется сжатие (например, в точке Т), то 
давление будет увеличиваться вдоль линии TZ, параллельной OS. 

Рис. 2. Диаграмма растяжения 
железобетона 
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Таким образом, можно на основе модификации диаграммы сжимаемости 
бетона учесть особенности поведения железобетона при растяжении и сжатии. 
Аналогичный подход используется и при получении критерия прочности желе-
зобетона [15]. При этом необходимо сделать следующие допущения: 

– массив бетона армирован ортогонально расположенными стержнями, сов-
падающими с направлениями осей координатной системы (например, x, y, z); 

– для каждой оси системы координат может быть свой коэффициент арми-
рования ( x, y, z); 

– в стержнях арматуры могут возникать только продольные деформации 
(условие жесткости армировочной сетки); 

– деформации в бетоне и арматуре равны (условие совместимости двух ма-
териалов); 

– напряжения в железобетоне складываются из напряжений в бетоне и  
арматуре. 

В этом случае можно записать следующие соотношения для предельных 
напряжений в железобетоне: 

жб,
т

жб
,,

;
.

i ii

i ji j
 

Здесь жб жб
,,, , ,i i ji i j (i, j = x, y, z) — предельные нормальные и касательные 

напряжения в железобетоне и бетоне; μi (i = x, y, z) — коэффициенты армирова-
ния бетона в направлении соответствующих координатных осей; т — предел 
текучести арматурной стали.  

Расписав первый инвариант тензора напряжений, второй и третий инвари-
анты девиатора напряжений через эти соотношения и подставив их в критерий 
прочности бетона (1), получаем критерий прочности железобетона. 

Приведенная математическая модель поведения железобетона при его ди-
намическом нагружении предназначена для использования в компьютерном 
моделировании различных случаев оценки прочности конструкций и реализо-
вана в авторской программе [16] при использовании конечно-разностного ла-
гранжевого подхода. Предложенный подход тестировался для случаев ударного 
нагружения конструкций проникающими телами [5, 16]. Результаты расчетов 
хорошо качественно и количественно согласуются с результатами эксперимен-
тов [4–7, 17]. При этом моделирование проводилось с помощью разных числен-
ных методов решения задачи в постановке механики сплошной среды. Во всех 
случаях наблюдалось достаточно хорошее соответствие результатов расчетов и 
экспериментов. На рис. 3 приведено одно из таких соответствий (крестиками 
показаны ячейки, в которых нарушен критерий прочности бетона (1) и он при-
обретает свойства сыпучей среды). Для расчета показана уже практически 
сформированная к моменту пробития картина разрушения преграды (время от 
начала процесса проникания 325 мкс), а для эксперимента представлен разрез 
преграды после ее пробития. 
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Рис. 3. Сравнение результатов расчета (время проникания 325 мкс) и эксперимента 
 
Здесь использовался стальной ударник с конической головной частью с уг-

лом при вершине 60 , массой 0,347 кг, диаметром 24 мм. Преграда — железобе-
тонная плита толщиной 100 мм, изготовленная из бетона марки 300, с коэффи-
циентом армирования 2 %, скорость соударения 237 м/с. 

Сравнение по виду и размерам зон разрушения, характеру разрушения в 
различных областях преграды показывает, что принятый подход к моделирова-
нию железобетона адекватно отражает процесс его ударного нагружения. 

Выводы. Разработана математическая модель поведения железобетона при 
динамическом нагружении. Она может быть использована при компьютерном 
моделировании различных случаев оценки прочности конструкций из железобе-
тона. Особую актуальность использование предложенного подхода приобретает 
при необходимости компьютерного моделирования поведения специальных уси-
ленных бетонных конструкций с высоким коэффициентом армирования. 
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Abstract Keywords 
We present a mathematical model for reinforced concrete 
response to dynamic loads. We based our model on the one 
used in numerical simulations for non-reinforced concrete 
when a concrete target is subjected to dynamic loads created 
by a penetrator. We stated and solved numerically a two-
dimensional axially symmetric continuum mechanics 
problem. We detected the effect of reinforcement on the 
concrete structure by varying the dynamic compressibility of 
concrete in the zone where volumetric strain is positive, as 
well as by modifying its strength criterion. These variations 
and modifications took into account the physical and 
mechanical properties of reinforcement steel and the 
reinforcement ratio of the concrete structure. The resulting 
model can simulate the behaviour of reinforced concrete 
structures subjected to dynamic loads caused by rigid bodies 
penetrating into them 
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