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Аннотация Ключевые  слова 
Рассмотрены волновые движения идеальной жидкости 
во вращающихся бассейнах простых геометрических 
очертаний. Уравнения Эйлера, описывающие динамику 
идеальной жидкости, линеаризуются в рамках теории 
«мелкой воды». Проведены исследования о распростра-
нении длинных волн по поверхности идеальной жидко-
сти в открытом вращающемся канале ограниченной 
ширины и конечной глубины. Задача сведена к диффе-
ренциальному уравнению в частных производных для 
возвышения свободной поверхности идеальной жидко-
сти. Решение найдено в виде набора волн, бегущих 
вдоль канала. Показано, что во вращающихся каналах 
переменной глубины и при наличии хотя бы одной 
границы существуют волны Кельвина, волны Пуанкаре 
и низкочастотные волны Россби 
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Введение. В настоящей работе рассмотрены задачи о распространении длинных 
волн по поверхности идеальной жидкости, помещенной во вращающийся бассейн 
конечной глубины. К длинным волнам принято относить такие волны, длина ко-
торых во много раз больше глубины бассейна, а амплитуда во много раз меньше 
глубины бассейна. Общеизвестна практическая значимость изучения таких волн 
для нужд безопасного надводного и подводного мореплавания, строительства 
гидротехнических сооружений, обеспечения устойчивости движения кораблей, 
самолетов [1, 2]. Кроме того, исследование длинноволновых процессов в при-
брежной зоне океана необходимо для решения важных геофизических задач про-
гноза морских природных катастроф (в частности, цунами и так называемых волн-
убийц), оценки перестройки прибрежного и донного рельефа, объяснения струк-
туры и изменчивости вдольбереговых течений, выбора оптимальных морских  
путей, расчета динамики загрязняющих веществ. В работе основное внимание 
уделено нестационарной и нелинейной динамике захваченных и внутренних волн 
с приложениями к прогнозу морских природных катастроф. 

Наиболее сильное влияние на крупномасштабные движения в прибрежной 
зоне океана оказывают захваченные волны. На них приходится 95…98 % энер-
гии, которая может передаваться вдоль берега на большие расстояния без суще-
ственных потерь. До сих пор остается открытым вопрос о причине гораздо более 
высокой энергонасыщенности захваченных волн по сравнению с волнами откры-
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того океана, несмотря на то обстоятельство, что область захвата волн, как прави-
ло, занимает лишь 5…10 % площади океана.  

На движение длинных волн, пронизывающих всю толщу жидкости, большое 
влияние оказывает вращение Земли, которое приводит к интересным и своеоб-
разным эффектам, в частности, к появлению граничных волн Кельвина. Учет си-
лы Кориолиса, воздействующей на взволнованную жидкость во вращающемся 
бассейне, существенно усложняет аналитическое исследование задач, связанных с 
распространением длинных волн [3, 4].  

Специфика длинных волн затрудняет эксперименты по моделированию  
явлений дифракции этих волн в бассейнах. Те эксперименты с вращающейся 
жидкостью, которые пока удается осуществить в бассейнах небольших размеров, 
недостаточны для исследования процессов распространения длинных волн в ре-
альных геофизических бассейнах.  

В последние десятилетия бурно развиваются численные методы решения за-
дач математической физики [5–7]. Однако применение ЭВМ для расчета движе-
ния длинных поверхностных волн сдерживается некоторыми трудностями. Глав-
ная из них — это отсутствие достаточно хороших и устойчивых алгоритмов рас-
чета задач с граничными условиями. Кроме того, для исследования дифракций 
высокочастотных кельвинских волн численные методы малопригодны. Поэтому 
большое значение в настоящее время приобретают аналитические и полуанали-
тические методы исследования длинных волн. Эти методы довольно сложны, а их 
применение сопряжено с некоторыми трудностями вследствие того, что гранич-
ное условие в этих гидродинамических задачах задается в виде линейной комби-
нации производной и ее неизвестной функции. Кроме того, аналитические реше-
ния позволяют лучше понимать физику рассматриваемых процессов, а также по-
лезны при тестировании численного решения соответствующих задач. В частно-
сти, они позволяют корректно выбирать дискретные параметры (размер ячеек 
сетки, шаг интегрирования по времени и т. д.) схем численных методов при ис-
следовании движения приливных волн [8–10]. 

Конечно, получение решения такими методами возможно лишь при суще-
ственном упрощении исходных уравнений и рассмотрении некоторых частных 
случаев течения.  

Постановка задачи. Рассматриваются волновые движения идеальной  
жидкости в бассейнах простых геометрических очертаний. В такой упрощенной 
постановке задач удается получить аналитические решения и тем самым выяснить 
некоторые общие закономерности движения волн. Волновые движения жидкости 
в прямоугольном канале шириной 2 ,y b  глубиной H  и неограниченной длиной 
вдоль оси Ox, находящейся в состоянии равномерного вращения с угловой скоро-
стью 0,  описываются уравнениями Эйлера в приближении теории «мелкой во-
ды». Пренебрегая конвективной частью горизонтального ускорения и считая воз-
вышение свободной поверхности ,  , x y t  малой величиной, получаем систему 
дифференциальных уравнений движения идеальной жидкости:  
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где ,  , x y t  — ордината возмущенной свободной поверхности; д stH Z h  — 
толщина жидкости ( stZ  — уравнение невозмущенной свободной поверхности; 

д , z h x y  — уравнение дна бассейна). 
Граничное условие: 

 cos ,   cos , 0;   , ,x yv n x v n y x y L  

L  — горизонтальное сечение границы канала. Введем параметр Кориолиса 
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 из си-

стемы уравнений (1), получаем дифференциальное уравнение для определения 
функции ,  , x y t  — формы свободной поверхности: 

 
2

2
2 0H Hf g H gf

t t x y y x
 (2) 

с граничным условием 

 
t n

 f 
s

,  (x, y)  L,  (3) 

где n — орт внешней нормали L; s — орт касательной, направленный в сторону 
обхода L против хода часовой стрелки. 

При этом уравнения для компонентов скорости имеют вид 
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Решение дифференциального уравнения (2) ищем в виде   
 Re  i kx tу e  — бегущая волна вдоль оси Ох с частотой  и волновым  

числом k; η (y) — амплитуда. 
Для определения η (y) имеем уравнение  
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Рассмотрим случай переменной глубины канала     .H H y  
Пусть глубина канала как функция у имеет вид  

    1 ,
2
yH y D s
b

    (6) 

где наклон дна s 1, D — глубина канала при y    0. Тогда 0,H
x
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 кроме того,  H y D  при малых s. 

C точностью до членов второго порядка малости по s получаем уравнение 
для определения функции :y   
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с граничными условиями 

   0   при  .fk y b    (8)  

Уравнение (7) — это дифференциальное уравнение с постоянными коэф-
фициентами. Решение (7) имеет вид 
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где 
2 2 2

2 2
2        const.

2 16
f sfk sk

gD b b
  

Удовлетворяя граничным условиям (8), получаем систему однородных ли-
нейных уравнений относительно C1 и C2: 
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Однородная система уравнений имеет нетривиальные решения, если ее 
определитель равен нулю. Раскрывая определитель, получаем уравнение для 
собственных значений : 

 2 2 2 2 sin2 0.f k gD b   (11) 

Анализ полученного решения. Из уравнения (11) следует, что первые два 
множителя не изменились при переходе от задачи [4] для плоского дна (s = 0). 
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Иначе говоря, при малых значениях s наклон дна не влияет на волну Кельвина. 
Корни ω, соответствующие нулям третьего множителя sin 2   0,b имеют вид 

 ,
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Решения уравнения (12) можно разбить на два класса. К первому классу от-
несем частоты, превышающие параметр Кориолиса (высокочастотные волны), 
ко второму классу — частоты, имеющие порядок наклона дна. В первом случае 
таким частотам соответствуют волны Пуанкаре, для которых набор частот 
определяется уравнением  
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  (13)  

Уравнение (13) позволяет судить о том, что высокочастотные волны Пуан-
каре не подвержены влиянию слабого наклона дна. 

Третий корень кубического уравнения (12) имеет вид n = О(s). Для этого 
корня член 2

n  пренебрежимо мал, а второй член с n   имеет порядок O(1). Это 
приводит к дисперсионному соотношению, описывающему топографические 
волны Россби: 
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Найдем максимальное значение для частот волн Россби в зависимости от 
волнового числа k. Дифференцируя (14) по k и приравнивая производную к ну-
лю, получаем  
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которая достигается при  
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Из (15) следует, что для малого наклона дна частота волны Россби меньше f. 
Для существования волны Россби необходимо как наличие наклона дна, так 

и отличие от нуля параметра Кориолиса. Волна представляет собой низкоча-
стотное колебание, период которого больше периода вращения системы коор-
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динат. Интересно отметить, что фазовая скорость волны Россби в направлении, 
параллельном стенкам канала, отрицательна и имеет вид 

 2 2
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  (17) 

Отметим, что для больших волновых чисел k частота волны Россби убывает 
с увеличением волнового числа, что отличает эту волну от волн Пуанкаре и 
Кельвина. 

Заключение. В работе изучались различные виды крупномасштабных захва-
ченных волн: волны Кельвина, шельфовые волны, топографические волны Россби, 
которые доминируют в зоне континентального склона, а также вблизи фронталь-
ных разрезов. Наблюдения последних лет показали, что эти волны оказывают су-
щественное влияние на разнообразные процессы в океане. Например, такие раз-
нородные явления, как топографические вихри, изменение русла пограничных 
течений (Гольфстрима и др.), подъем на поверхность холодных масс воды вблизи 
берега, перенос донных материалов тесно связаны с захваченными волнами. Кро-
ме того, они участвуют в формировании океанской циркуляции, приливов, штор-
мовых нагонов, цунами и даже влияют на погоду и климат морей и океанов. 

Такие волны влияют на движение подводных аппаратов, распространение 
акустических сигналов, размывы грунта под нефтяными и газовыми платфор-
мами. Внутренние волны наблюдаются также во многих озерах.  

В работе рассмотрена задача для волн Кельвина в слое однородной враща-
ющейся жидкости. Построенная теория позволила исследовать один из воз-
можных нелинейных механизмов генерации волн Кельвина, а именно их воз-
буждение за счет нелинейного взаимодействия с волной Пуанкаре. 

Представление о важной роли волн Россби в жизни океана сформировалось 
сравнительно недавно. Выяснилось, что существенная для многих приложений 
(например, для мореплавания, рыболовства или гидроакустики) конкретная 
океанографическая «погода» определяется именно волнами Россби и тесно свя-
занными с ними сугубо нелинейными индивидуальными образованиями в виде 
синоптических вихрей и рингов.  

Кроме того, волны Россби играют важную роль в перераспределении энергии 
в масштабах всего Мирового океана, так как энергия течений в результате их не-
стабильности передается главным образом волнам Россби, а они, в свою очередь, 
способствуют крупномасштабному обмену по горизонтали. Наблюдения показали, 
что в океанах существуют глобальные вихри — размером в целый океан. Это, по 
существу, зональные течения, в которых северная часть из-за наличия континен-
тов замыкается на южную. Можно сказать, что течения приобретают дополни-
тельный импульс в западном направлении от волн Россби. В силу гироскопическо-
го эффекта (или, что то же самое, под влиянием силы Кориолиса) это приводит  
к формированию таких глобальных течений, как Гольфстрим, Куросио и др.  
Существование планетарных волн Россби обусловлено широтным изменением 
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параметра Кориолиса, однако над наклонным дном могут существовать волны 
Россби, даже когда этот параметр постоянен. Именно этот случай был рассмотрен 
в работе и получил теоретическое обоснование. Захваченные волны сейчас актив-
но исследуются как экспериментально, так и с помощью гидродинамического мо-
делирования. 
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VORTEX MOTION OF FLUID IN ROTATING CHANNELS OF VARIABLE 
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Abstract Keywords 
The article considers the wave motion of a perfect fluid in 
rotating channels of simple geometric shapes. The Euler 
equations describing the dynamics of the perfect fluid are 
linearized within the "shallow water" theory. The paper 
examines the spread of long waves along the perfect fluid 
surface in an open rotating channel of limited width and 
finite depth. The task is reduced to a partial differential 
equation for elevation of perfect fluid free surface. The 
article suggests the solution as a set of waves running 
both along and across the channel. The paper shows that 
there are Kelvin, Poincaré waves and low-frequency 
Rossby waves in rotating channels of variable depth with 
the presence of at least one boundary 
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