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Аннотация Ключевые  слова 
Приведена дифференциальная форма математической 
модели, описывающей установившийся процесс пере-
носа тепловой энергии в плоском или круговом цилин-
дрических слоях при проникающем излучении. Тепло-
проводность полупрозрачного материала этих слоев 
зависит от температуры, а сам материал обладает свой-
ством поглощать проникающее излучение с интенсив-
ностью, нелинейно возрастающей с увеличением ло-
кального значения температуры. С использованием 
вариационной формулировки нелинейной задачи 
стационарной теплопроводности проведено преобра-
зование дифференциальной формы модели к вариаци-
онной форме, включающей функционал, анализ стаци-
онарных точек которого позволяет установить условия, 
определяющие реализуемость установившегося темпе-
ратурного состояния рассматриваемого слоя  
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Введение. Используемые в технике полупрозрачные теплозащитные и кон-
струкционные материалы в условиях радиационного воздействия поглощают 
излучение как на поверхности, так и в объеме [1]. Объемное поглощение про-
никающего излучения полупрозрачными материалами и элементами конструк-
ций происходит при технологических операциях и рабочих режимах различных 
технических устройств. Этот процесс может не только существенно повлиять на 
работоспособность конструкции, выполненной из такого материала [2], но и 
привести к неустойчивости температурного состояния, характерной для явле-
ний теплового взрыва [3, 4]. 

 Согласно закону Бугера [5], плотность потока проникающего излучения и его 
энергия при прохождении через слой материала убывают по экспоненциальному 
закону по мере увеличения расстояния от облучаемой поверхности слоя. При этом 
некоторая доля энергии рассеивается и излучается в объеме материала, а осталь-
ная часть поглощается [6, 7]. Основу математической модели, описывающей эти 
процессы, составляет уравнение переноса энергии излучения [1, 6]. 
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 Количественная оценка степени влияния проникающего излучения на тем-
пературное состояние материалов и элементов конструкций может быть полу-
чена при математическом моделировании термомеханических процессов [8–10]. 
При этом закон Бугера применяется и в том случае, когда допустимо пренебречь 

объемным излучением и рассеянием в материале про-
никающего излучения, но необходимо учитывать его 
поглощение. Тогда отрицательный показатель экспо-
ненциальной функции представляют произведением 
расстояния от облучаемой поверхности и интегрального 
или некоторого усредненного коэффициента поглоще-
ния, постоянного для данного материала и спектрально-
го состава проникающего излучения. Но с увеличением 
мощности проходящего через слой материала излуче-
ния возникает зависимость коэффициента поглощения 
от локальной интенсивности этого излучения [7]. Кроме 
того, может быть существенной зависимость этого ко-
эффициента от локального значения температуры мате-
риала [11]. Такой процесс можно описать функцией 
распределения Больцмана [6], что находит эксперимен-
тальное подтверждение [12]. На рис. 1 приведены ре-
зультаты обработки экспериментальных данных для 

лазерного стекла ГЛС1, из которых следует, что зависимость от температуры Т 
коэффициента поглощения может быть представлена в виде  

 0
0

( ) = exp ,WT
k T

  (1) 

где 0  — предэкспоненциальный коэффициент; W  — энергия активации;  k0 = 
= 1,38·10–23 Дж/K — постоянная Больцмана. 

В настоящей работе на основе вариационной формулировки нелинейной 
задачи стационарной теплопроводности в твердом теле [13] построена и про-
анализирована математическая модель, описывающая распределение темпера-
туры в плоском или круговом цилиндрическом слое полупрозрачного материа-
ла для случая, когда зависимость коэффициента поглощения проникающего 
излучения этим материалом в соотношении для закона Бугера зависит от ло-
кального значения температуры, согласно соотношению (1). Эта модель вклю-
чает в себя функционал, который может иметь несколько стационарных точек, 
соответствующих различным установившимся температурным состояниям в 
рассматриваемом слое. Анализ свойств этого функционала позволяет выделить 
стационарные точки, соответствующие устойчивым и неустойчивым распреде-
лениям температуры. 

 Постановка задачи. Пусть плоский или круговой цилиндрические слои 
однородного полупрозрачного материала с зависящим от температуры T  ко-

Рис. 1. Зависимость 
коэффициента погло-
щения лазерного стекла 
от обратной темпера-  
                туры [12]  
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эффициентом теплопроводности ( )T  имеют толщину h. Одна из поверхностей 
плоского слоя и внутренняя поверхность цилиндрического слоя радиусом 0r  
идеально теплоизолированы, а на противоположной поверхности каждого из 
слоев происходит конвективно-радиационный теплообмен с внешней средой, 
имеющей температуру *.T  Интенсивность конвективного теплообмена опреде-
ляет коэффициент теплообмена 0 = const. Падающий на поверхность тепло-
обмена поток излучения плотностью q0 = const частично отражается, частично 
поглощается на поверхности и частично проникает внутрь пластины. Соответ-
ствующие доли плотности этого потока определяют коэффициенты A поглоще-
ния, R отражения и D пропускания, которые в литературе по радиационному 
теплообмену обычно называют поглощательной, отражательной и пропуска-
тельной способностями [6]. Значения этих безразмерных коэффициентов 
удовлетворяют равенству A + R + D = 1. 

 Примем, что прошедший через поверхность теплообмена поток излучения 
плотностью Dq0 поглощается в объеме слоя в силу уменьшения его плотности, 
согласно закону Бугера:  

 0*
( ) = exp ( )( ) ,q z Dq T h z   (2) 

где z  — координата, отсчитываемая от идеально теплоизолированной поверх-
ности слоя по нормали к ней в сторону поверхности теплообмена. Установив-
шееся распределение T(z) температуры в рассматриваемом слое удовлетворяет 
нелинейному однородному обыкновенному дифференциальному уравнению 
второго порядка [14]: 

 
1 ( )( ) ( , ) = 0.n

Vn
d dT zr T q T z

r dz dz
  (3) 

Здесь n = 0 для плоского слоя и n = 1 для кругового цилиндрического слоя при  
r = r0 + z, а qV(T, z) — зависящая от температуры и координаты объемная мощ-
ность энерговыделения, измеряемая в Вт/м 3  и c учетом формулы (2) равная  

 * 0
( )( , ) = = ( )exp ( )( ) .V

dq zq T z Dq T T h z
dz

 (4) 

 На поверхностях слоя должны быть выполнены следующие граничные 
условия:  

 * 4
=0 = 0 0 0 0

( ) | = 0, ( ) | ( ) ( ( )) = 0,z z h
dT z dTT T h T Aq T h

dz dz
  (5) 

где 0 — коэффициент излучения поверхности (ее излучательная способность), а 
0 = 5,67·10–8 Вт/(м 2 K) — постоянная Стефана — Больцмана. 

Уравнение (3) и граничные условия (5) входят в дифференциальную форму 
математической модели, описывающей установившееся распределение темпе-
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ратуры в рассматриваемом слое. Для количественного анализа этой модели 
необходимо использовать приближенные методы [15], поскольку для сформу-
лированной нелинейной задачи стационарной теплопроводности в общем слу-
чае не удается получить точное аналитическое решение. В случае нелинейной 
задачи возможна неединственность решения, выявить которую при использо-
вании известных приближенных методов решения нелинейных дифференци-
альных уравнений достаточно трудно. В такой ситуации одна из возможностей 
выявления неединственности решения задачи связана с переходом от диффе-
ренциальной формы математической модели к эквивалентной вариационной 
форме.  

 Вариационная форма математической модели. Для перехода к вариаци-
онной форме модели предварительно введем c помощью подстановки Кирхгофа 
[14] функцию  

 
*

( ) = ( ) ,
T

T
T T dT   (6) 

называемую обычно потенциалом теплопроводности.  Здесь *Т — нижняя грань 
множества возможных значений температуры в рассматриваемом слое полу-
прозрачного материала. Разделив обе части равенства (6) на * * ,Т  где 

* *( ,)Т  запишем  

 
1* *

( )( ) ( ) ,T d
T

  (7) 

где *= /T T  и *( ) = ( ) / .T  
 Поскольку ( )> 0,  функция ( )  является возрастающей при увеличе-

нии безразмерной температуры  и имеет взаимно однозначную обратную 
функцию ( ), также возрастающую, но при увеличении . Тогда уравнение (3) 
с учетом равенств (1), (4) и (7) можно привести к виду  

 ( ) ( ( ))exp( (1 ) ( ( ))) = 0.n nd dr F F r
d d

  (8) 

Здесь = / ,z h  = / ,r r h  2
0 0 * *= / ( ),Dq h T  ( ( )) = exp( / ( )),F  =  

0 */ ( )W k T   и 0= .h  Граничные условия (5) перейдут в равенства  

 4*
=0 =1

( ) ( )| = 0, | ( (1)) ( (1)) = 0,d d
d d

  (9) 

где 0 *= / ,h  * *
0 0 *= ( / )/T Aq T  и 3

0 0 **= / .T  
 Связь вариационной формы математической модели с дифференциальной 

формой этой модели состоит в том, что в стационарных точках функционала, 
составляющего основу вариационной формы, должны быть выполнены 
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соотношения (8) и (9), входящие в дифференциальную форму. Построить такой 
функционал можно следующим путем. 

 Умножим уравнение (8) на вариацию ( )  и, проинтегрировав это про-
изведение по толщине слоя полупрозрачного материала, запишем  

 
1 1

0 0

( ) ( ) ( ( ))exp( (1 ) ( ( ))) ( ) = 0.n nd dr d F F r d
d d

 

 После вычисления первого интеграла в левой части этого равенства 
получаем  

 

1

0 =1 =00
0

( ) ( ) ( ) ( )( 1) | (1) | (0) ,n n n nd d dr r r r d
d d d d  

где 0 0= / .r r h  Заменив первый интеграл этим результатом и вычитая после 
этого указанное равенство из результатов умножения второго равенства (7) на 

0( 1) (1)nr  и первого равенства на 0 (0),nr  запишем  

 
1 1

0 0

( ) ( ) ( ( ))exp (1 ) ( ( )) ( )n nd r d F F r d
d d

 

 * 4
0( ( (1)) ( (1))) 1 (1) = 0.nr   (10) 

 Равенство (10) с учетом правила вычисления вариации интеграла с пере-
менным верхним пределом [16, 17] соответствует условию [ , ]= 0J  стацио-
нарности [13, 16] функционала  

 
2 ( )1 1

0 0 0

1 ( )[ ]= ( ( ))exp (1 ) ( ( ))
2

n ndJ r d r d F F d
d

 

 
(1) (1)

* 4
0

0 0
( ) (1) ( ( )) ( 1) .

2 5
nd d r   (11) 

 Этот функционал допустимо рассматривать на множестве непрерывных на от-
резке [0; 1] и кусочно дифференцируемых в интервале (0; 1) функций ( ).  

 В стационарной точке функционал (11), соответствующий задаче стацио-
нарной теплопроводности при нелинейной зависимости от температуры объ-
емной мощности энерговыделения в слое полупрозрачного материала, может 
принимать экстремальные значения (минимальное или максимальное), причем 
возможно объединение экстремальных точек в точку перегиба на графике зави-
симости этого функционала от одного из определяющих параметров. Данному 
функционалу, реализуемому в слое установившегося распределения температу-
ры, отвечают лишь точки минимума, а стационарные точки иного типа соответ-
ствуют распределениям, которые неустойчивы в качестве установившихся [14]. 
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Типы стационарных точек удается установить путем исследования свойств 
функционала (11). 

 Анализ стационарных точек функционала. В целях сокращения числа па-
раметров при анализе стационарных точек функционала (11) вместо граничного 
условия на поверхности теплообмена слоя полупрозрачного материала при 

= 1,  определяемого вторым равенством (9), зададим на этой поверхности зна-
чение * = 1  безразмерной температуры и ограничимся рассмотрением плоско-
го слоя. В этом случае (1) = 0  и функционал (11) примет вид  

 
2 ( )1

1
0 0

1 ( )[ ]= ( ( ))exp( (1 ) ( ( ))) ,
2

dJ F F d d
d

  (12) 

а допустимые функции ( )  теперь должны удовлетворять равенству (1) = 0.
Из формулы (12) следует, что функционал 1J  зависит от параметров ,  ,  а 
также от вида функции ( ( ))F  и допустимой для этого функционала функции 

( ),  аппроксимирующей истинное распределение *( )  безразмерного по-
тенциала теплопроводности по толщине рассматриваемого слоя. 

 Зависимость коэффициента теплопроводности полупрозрачного материа-
ла от температуры примем в виде * *( ) = exp( ( )),T a T T  причем коэффициент 
a  может быть как положительным, так и отрицательным (в частном случае при 

= 0a  коэффициент теплопроводности не зависит от температуры). Тогда из 
соотношения (7) получим ( ) = exp( ( 1)) 1,  где *= .aT  Отсюда следует 
формула для обратной функции  

  ( ) = 1 (1/ ) ln(1 ).   (13) 

Тогда получим  

  ( ( )) = exp .
1 (1/ )ln(1 )

F   (14) 

 Используем в качестве допустимой функцию 2
1 1( ) = (1 ).B  Эта функ-

ция удовлетворяет не только условию (1) = 0,  но и граничному условию на 
идеально теплоизолированной поверхности при =0,  определяемому первым 
равенством (9). Формула (13) позволяет от функции 1( )  перейти к функции 

1( ),  описывающей соответствующее распределение безразмерной температу-
ры по толщине рассматриваемого плоского слоя полупрозрачного материала. 
Коэффициент 1B  имеет смысл перепада безразмерного потенциала тепло-
проводности по толщине этого слоя. Его следует найти из условия 1 1/ = 0J B  
стационарности функционала (12) после подстановки функции 1( )  в этот 
функционал. В итоге с учетом формулы (14) получим трансцендентное урав-
нение  
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1
2

1 2 2
1 10

4 (1 )exp (1 )exp = 0,
3 ln(1 (1 )) ln(1 (1 ))

B d
B B

 

  (15) 

явно неразрешимое относительно коэффициента 1.B  Но связь 1B  с параметром 
 можно представить графически в виде зависимости  от 1B  при фиксиро-

ванных значениях ,   и .  

Рис. 2. Зависимости параметра  и функционала 1J  от коэффициента 1B  
 
На рис. 2 в полулогарифмических координатах с использованием уравне-

ния (15) приведены графики такой зависимости при гипотетически принятых 
значениях  = 0,11, μ = 7 и пяти значениях :  1,9  — пунктирная, 0,2 — 
штрихпунктирная, –0,2 — штриховая, 1 — штриховая со светлыми треуголь-
никами и 0 — сплошная кривые. В случае = 0  уравнение (15) после предельно-
го перехода при 0  в формуле (13) примет вид  

 
1

2
1 2 2

1 10

4 (1 )exp (1 )exp = 0.
3 1 (1 ) 1 (1 )

B d
B B

  (16) 

 Из уравнения (15) следует, что в случае < 0  оно определено лишь при 
1| |<1/ | |.B  Тогда зависимость  от 1B  имеет лишь один экстремум (максимум), 

который при = 1  и принятых остальных исходных данных имеет ординату 
1 151, 2  и абсциссу 1 0,198B  (указанные значения найдены путем представ-

ления левой части равенства (15) в виде функции 1= ( )B  с последующим реше-
нием задачи безусловной минимизации [18, 19] для функции 2

1 1( ) / ) .d B dB   
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Этому максимуму соответствует стационарная точка функционала 1J  в виде точ-
ки перегиба с касательной, параллельной оси абсцисс (зависимость функционала 

1J  от 1B  с увеличением ординат в 410  раз представлена на рис. 2 штриховой ли-
нией со светлыми кружками, а вертикальная штриховая линия соединяет точку 
перегиба с точкой максимума зависимости 1  от 1).B  Каждому значению 1< ,  
соответствующему значению абсциссы 1 <1B , отвечают две стационарных точки 
функционала (минимум и максимум). Значению = 140  (см. рис. 2) соответствует 
график зависимости 1J  от 1B  в виде штриховой линии с темными кружками. 
Температурное состояние слоя полупрозрачного материала, соответствующее 
максимуму этой зависимости, является неустойчивым [14] и при малых возму-
щениях переходит к устойчивому состоянию, отвечающему минимуму указанной 
зависимости (этот переход на рис. 2 условно показан участками штриховых пря-
мых со стрелками). Из рисунка следует, что по мере приближения снизу значения 

 к 1  экстремальные точки зависимости 1J  от 1B  сближаются и в пределе пере-
ходят в точку перегиба. Распределение температуры в слое полупрозрачного ма-
териала, соответствующее точке перегиба, является предельно возможным, 
предшествующим явлению теплового взрыва в этом слое [3, 4], которое в данном 
случае возникает при бесконечно малом возрастании параметра  по отношению 
к значению 1.  

 В случае 0  уравнения (15) и (16) определены при 1 0,B  а зависимость  
от 1B  может иметь два экстремума (минимум и максимум). При выбранных значе-
ниях ,  и = 0,2  максимум имеет ординату *

1 171 и абсциссу *
1 0, 268,B  а 

минимум — ординату *
1 60,9  и абсциссу *

1 46,6,B  значения которых найдены 
путем решения упомянутой ранее задачи безусловной минимизации (значениям 1  
и *

1  на рис. 2 соответствуют горизонтальные штриховые линии). С возрастанием 
параметра  происходит сближение экстремальных точек и при 1, 9  они объ-
единяются в точку перегиба с касательной, параллельной оси абсцисс, а при >1,9  
зависимость  от 1B  является строго возрастающей. При = 0,2  значению 1=  
соответствуют две стационарные точки функционала 1J  — точка перегиба с абс-
циссой 1B  (ординаты штрихпунктирной кривой с темными треугольниками уве-
личены в 100 раз по сравнению со значениями 1J ) и минимум с абсциссой пример-
но 0,0334 (ординаты той же кривой увеличены в 510 раз). Температурное состояние 
слоя полупрозрачного материала, отвечающее точке перегиба, следует считать не-
устойчивым, поскольку при малом уменьшении параметра  по отношению к зна-
чению 1  происходит переход к устойчивому состоянию, соответствующему ми-
нимуму зависимости 1J  от 1B  (этот переход на рис. 2 также условно отмечен участ-
ками штриховых прямых со стрелками). 

 Значению *
1=  также отвечают две стационарные точки функционала:  

1J  — точка перегиба с абсциссой *
1B  (ординаты штрихпунктирной кривой со свет-

лыми кружками на рис. 2 увеличены в 5·104 раз по сравнению со значениями 1J ) и 
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минимум с абсциссой примерно 43,7 (ординаты штрихпунктирных кривых со свет-
лыми и темными кружками и со светлыми квадратами при 1 > 2B  уменьшены в  
10 раз). При малом увеличении параметра  происходит переход от неустойчивого 
температурного состояния в рассматриваемом слое, отвечающем стационарной 
точке функционала в виде точки перегиба, к устойчивому, соответствующему ми-
нимуму 1J  (этот переход снова условно показан участками штриховых прямых со 
стрелками). При этом значение 1B  возрастает более чем на два порядка, что соот-
ветствует, согласно формуле (13), увеличению безразмерной температуры идеально 
теплоизолированной поверхности слоя почти в 19 раз, равносильное его тепловому 
разрушению, если значение *

1B  сопоставить со значением температуры, близкой к 
300 K. Если *

1> , то функционал 1J  имеет лишь одну стационарную точку, соот-
ветствующую его минимуму. Например, при  = 180 и ν = 0,2 (штрихпунктирная 
кривая со светлыми квадратами) абсцисса минимума равна примерно 46,6, что 
также отвечает практически нереализуемому температурному состоянию слоя по-
лупрозрачного материала. При 1<  единственная стационарная точка, отвечаю-
щая минимуму функционала 1,J  имеет существенно меньшую абсциссу. Так, при  

 = 40 и = 0  (сплошная кривая с темными квадратами) абсцисса минимума равна 
всего ~0,0205. 

 При *
1 1< <  и = 0, 2  функционал 1J  имеет три стационарные точки 

(максимум и два минимума). На рис. 2 штрихпунктирной кривой с темными 
кружками приведен график зависимости 1J  от 1B  при  = 140 (ординаты левой 
ветви этой кривой увеличены в 5·103 раз). Температурное состояние в рассмат-
риваемом слое, отвечающее максимуму этой зависимости при В1 ≈ 0,6, является 
неустойчивым и при малых возмущенниях переходит (показано участками 
штриховых прямых со стрелками) в состояние, соответствующее минимуму с 
абсциссой либо В1 ≈ 0,117, либо В1 ≈ 33,2. Ясно, что во втором случае также воз-
никает опасность теплового разрушения материала слоя. 

 Если с целью сравнения вместо квадратичной функции 1( )  для аппрокси-
мации распределения безразмерного потенциала теплопроводности в слое  
использовать тригонометрическую функцию 2 2( ) = cos( / 2),B  также являю-
щуюся допустимой для функционала 1,J  то результаты расчетов оказываются до-
статочно близкими приведенным на рис. 2. Например, при = 0, 2  и прежних зна-
чениях = 0,11  и = 7  максимальное значение параметра ,  равное *

2 168, 3,  
соответствует абсциссе *

2 0,270B . Также сравнительно невелико отличие графи-
ков зависимости функционала 1J  от коэффициента 2 .B  

 Сравнительная оценка погрешности. Несмотря на малое отличие резуль-
татов при использовании двух рассмотренных формул, аппроксимирующих 
распределения безразмерной величины потенциала теплопроводности в плос-
ком слое полупрозрачного материала, с прикладной точки зрения целесообраз-
но располагать количественной мерой погрешности, соответствующей каждой 
формуле. Истинному распределению *( )  этой величины в рассматриваемом 
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слое соответствует безразмерная плотность * *( ) = ( ) /q d d  теплового пото-
ка, удовлетворяющая условию  

 
*

* *
( ) = exp (1 )exp ,

ln 1 ( ) ln 1 ( )
dq

d
 

следующему при n = 0 из уравнения (8) с учетом формулы (14). Приближенное 
распределение ( )  в общем случае не удовлетворяет уравнению (8), которое 
следует из закона сохранения энергии. Этот закон не будет нарушен, если без-
размерную плотность ( )q  теплового потока, соответствующую функции ( ),  
определить соотношением  

 
0

( ) = exp (1 )exp ,
ln 1 ( ) ln 1 ( )

q d   (17) 

получаемым из предыдущего равенства после замены в нем *( )  на ( )  и учи-
тывающим, что q(0) = 0 на идеально теплоизолированной поверхности плоского 
слоя при =0.  Но при этом в общем случае не будет выполнено равенство 

( ) ( )/ =0,q d d  следующее из закона теплопроводности Фурье [20]. Поэтому 
величину  

   

21

0

( )= ( ) dq d
d   (18) 

можно рассматривать как интегральную меру погрешности, вызванной при-
ближенным представлением распределения безразмерного потенциала тепло-
проводности в плоском слое функцией ( ),  и использовать эту меру при 

сравнительной оценке близости функ-
ций 1( )  и 2( )  к функции *( ).  

 Проведем сравнение зависимостей 
( ),q  ( ) = ( ) ( )/f q d d  и значений 
,  соответствующих двум выбранным 

ранее в качестве допустимых для функци-
онала (12) аппроксимирующих функций 

1( )  и 2( )  при полученных значени-
ях соответственно *

1 0,268B  и *
2 0,27.B  

На рис. 3 штриховой кривой приведен 
график зависимости от  функции 

* 2
1 1( ) = (1 ),B  а пунктирной кри- 

вой — функции *
2 2( ) = cos( / 2).B  

Сплошной и штрихпунктирной кривыми 
на этом рисунке приведены графики 

 

Рис. 3. Зависимости функций Ψ, q и f  
                               от   
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зависимостей 1( )q  и 2( )q  от , полученных подстановкой в формулу (17) 
квадратичной и тригонометрической аппроксимирующих функций при указан-
ных значениях *

1B  и *
2B  (значения 1q  и 2q  увеличены в 5 раз). В первом случае в 

правой части этой формулы использовано значение *
1 170,  а во втором — 

*
2 168,3.  Поскольку 1 2(1) > (1),q q  аппроксимация функцией 1( )  действи-

тельного распределения безразмерного потенциала теплопроводности в плос-
ком слое полупрозрачного материала приводит к несколько большему значе-
нию *

1  по сравнению с *
2 ,  полученному при использовании функции 2( ).  

Сплошной и штрихпунктирной кривыми с треугольниками на рис. 3 приве-
дены графики функций 1 1 1( ) = ( ) ( )/f q d d  и 2 2 2( ) = ( ) ( )/f q d d . 
Видно, что если действительное распределение *( )  в плоском слое аппрок-
симировать функцией 1( ),  то при одинаковых значениях  ординаты функ-
ции 1( )f  по абсолютному значению существенно превосходят ординаты функ-
ции 2( ).f  Ясно, что в данном случае целесообразно отдать предпочтение ап-
проксимирующей функции 2( )  и из двух приведенных значений *

1  и *
2  

считать второе более близким к истинному значению *.  Результаты вычисле-
ния по формуле (18) дают значения Δ1 ≈ 8,68·10–4 и Δ2 ≈ 3,046·10–5, что также 
подтверждает сделанный вывод. 

 Заключение. Выявлено, что стационарные точки функционала, входящего 
в вариационную формулировку задачи стационарной теплопроводности в 
плоском слое полупрозрачного материала, соответствуют не только экстре-
мальным значениям (минимуму и/или максимуму), но и объединению экстре-
мумов, образующему точку перегиба на графике зависимости функционала от 
коэффициента функции, аппроксимирующей распределение температуры в 
этом слое. При фиксированных значениях определяющих параметров устано-
вившимся температурным состояниям отвечают лишь точки минимума (одна 
или две). Показано, что вариационная формулировка данной задачи позволяет 
оценивать сочетания определяющих параметров, соответствующих существо-
ванию в слое полупрозрачного материала установившегося распределения тем-
пературы. Одновременно анализ стационарных точек функционала дает воз-
можность установить сочетания определяющих параметров, при которых в 
этом слое возникают предельные температурные состояния, предшествующие 
тепловому взрыву или резкому повышению уровня температуры материала 
слоя, вызывающему тепловое разрушение и потерю работоспособности соот-
ветствующего элемента конструкции.  

Авторы благодарят профессора В.А. Товстонога за внимание к работе и конструк-
тивные замечания, которые были учтены при доработке статьи. 
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Abstract Keywords 
The paper shows differential form of a mathematical model, 
describing steady-state process of thermal energy transfer in 
flat or circular/cylindrical layers under penetrating radiation. 
Thermal conductivity of semitransparent material for these 
layers depends on temperature, while the material has a pro-
perty to absorb penetrating radiation with intensity, which 
nonlinearly increases with the temperature local value. Using 
the variational formulation of the nonlinear problem of sta-
tionary thermal conductivity, we transform the model's differ-
rentional form to the variational form. The latter inlcudes the 
functional, whose stationary point's analysis makes it possible 
to set conditions, defining implementability of the stationary 
temperature state of the layer under study 
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