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Аннотация Ключевые  слова 
Рассмотрена задача об определении температурного 
поля изотропного полупространства, граница которо-
го движется по заданному закону и имеет пленочное 
покрытие. Исследован нестационарный режим тепло-
обмена в системе твердое тело–покрытие–газ с изме-
няющимся во времени коэффициентом теплоотдачи и 
температурой внешней среды. Определены достаточ-
ные условия, выполнение которых обеспечивает воз-
можность реализации автомодельного процесса теп-
лопереноса в анализируемой системе. Качественно 
исследованы физические свойства изучаемого автомо-
дельного процесса. Теоретически обоснована возмож-
ность реализации режима термостатирования по-
движной границы объекта исследований  
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В математической теории теплопроводности [1−6] важное место занимают за-
дачи теплопереноса в твердых телах с подвижными границами. Трудности, воз-
никающие при их решении аналитическими методами, хорошо известны [7]. 
Они значительно усугубляются в тех случаях, когда есть необходимость учета 
нестационарности теплообмена в изучаемой системе [8−12]. Рассматриваемые 
задачи представляют практический интерес при разработке перспективных  
систем неэлектрического инициирования взрывных устройств повышенной 
безопасности, например, автономных адиабатических взрывателей для перфо-
раторов [13]. Принцип их работы основан на реализации идеи теплового ини-
циирования взрывного превращения в заряде взрывчатого вещества сжимае-
мым газовым слоем.  

Несмотря на достигнутые результаты в изучении рассматриваемого круга 
задач, на ряд вопросов ответы еще не получены. В частности, это относится к 
теоретическому обоснованию возможности термостатирования границы изо-
тропного твердого тела, движущейся по известному закону. Изучение этого во-
проса и является предметом исследований, проводимых в настоящей работе. 
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В качестве объекта исследований рассматривается изотропное полупростран-
ство, граница которого движется по заданному закону  l l t  и обладает изо-
тропным покрытием постоянной толщины * .h  При этом предполагается, что:  

1) начальная температура 0T  объекта исследований постоянна и реализуются 
нестационарные режимы теплообмена с внешней средой при переменных во вре-
мени коэффициенте теплоотдачи  t  и температуре внешней среды  c ;T t  

2) в системе полупространство–покрытие реализуются условия идеального 
теплового контакта [2, 3]; 

3) изотропное покрытие является термически тонким, т. е. для него допу-
стима реализация идеи «сосредоточенная емкость» [4]: среднеинтегральная по 
толщине покрытия температура  

  
 

 
 

**

1 ,
l t

l t h
T t T x t dx

h 
   

равна как температуре его границ, так и температуре подвижной границы 
  0,x l t   т. е.  

           *, 0, 0, ,  0.T l t h t T l t t T t T l t t t        

Цель проведенных исследований — определение достаточных условий, вы-
полнение которых обеспечивает возможность реализации автомодельного (са-
моподобного) процесса теплопереноса в анализируемой системе. Отметим, что 
в понятие «автомодельный» обычно вкладывают тот смысл, что изучаемый фи-
зический процесс является гомохронным (однородным во времени) и обладает 
состоянием равновесия, которое не зависит от времени [14−16]. 

В соответствии с принятыми допущениями и с учетом ранее полученных ре-
зультатов [9, 10] математическая модель процесса формирования температурного 
поля объекта исследований может быть представлена в следующем виде: 
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 (1) 

где последнее условие означает, что при каждом фиксированном значении 
Fo 0  функция  , Fo   интегрируема с квадратом по пространственной пе-

ременной   Fo ,  .    



Автомодельное решение задачи теплопереноса в изотропном полупространстве… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2017. № 5 91      

В математической модели (1) использованы следующие безразмерные пере-
менные и параметры:  
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где  a  — температуропроводность; t  — время; *x  — выбранная единица масштаба 
пространственной переменной; x  — пространственная переменная;   — коэф-
фициент теплоотдачи; c  — удельная массовая теплоемкость;    — плотность;   — 
теплопроводность; индексы: «п» —  покрытие, «с» —  внешняя среда, «0» — началь-
ное значение. 

Функция  Fo ,  определяющая закон движения границы полупростран-
ства, — неотрицательная неубывающая функция, дифференцируемая хотя бы в 
обобщенном смысле [17] и удовлетворяющая условию  0 0.   Функции 

 Bi Fo  и  Fo  по смыслу решаемой задачи могут принимать лишь неотрица-
тельные значения и должны удовлетворять условиям Гёльдера [17]. 

Отметим, что наличие пленочного покрытия в реализуемой математиче-
ской модели «сосредоточенная емкость» фактически учтено граничным услови-
ем при  Fo ,    явно содержащим производную температуры по времени. 
Определяющий безразмерный параметр  модели (1) по смыслу решаемой зада-
чи − малый положительный параметр.  

Выполним в задаче (1) автомодельную подстановку 

  Fo
  .

Fo
 

   (2) 

Тогда, с учетом очевидных равенств 
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и введенных обозначений  

        
 

Bi Fo Fo
  , Fo ,  Fo  ,

Fo 1
U    

 
   (3) 

смешанная задача (1) будет эквивалентна следующей краевой задаче: 

      2

2  Fo Fo 0,  0;
2

d U dU
d d

         
  (4) 
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 (5) 
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   2 0,  ,U L    (6) 

где надстрочной точкой обозначена производная по переменной Fo.  Начальное 
условие при Fo 0  в смешанной задаче (1) в автомодельных переменных (2) 
будет иметь вид краевого условия задачи (4)−(6), заданного при .  

Непосредственный анализ краевой задачи (4)−(6) показывает, что исполь-
зуемая подстановка (2) приводит к автомодельному решению при выполнении 
следующих условий: 

   0  Fo Fo const;     (7) 

   0Fo const;     (8) 

   0  Fo const,    (9) 

где постоянная 0  принимает лишь неотрицательные значения, а 0 ,  0  — по-
ложительные постоянные. Искомое автомодельное решение в этом случае будет 
обладать тем свойством, что со временем изменяется только масштаб автомо-
дельной переменной 0,  а масштаб функции  U   остается неизменным.  

Условие автомодельности (7) реализуется лишь для следующего закона 
движения границы объекта исследований: 

   0  Fo 2 Fo.     (10) 

При выполнении этого условия решение обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка (4) находится стандартными методами [18] и 
имеет вид 

          2
0 000 0 exp erfc erfc ,  0, 

2
U U U                

  (11) 

где erfc ( )  — дополнительная функция ошибок Гаусса [2]; штрихом обозначена 
производная по переменной .  

Используя равенство (11), с учетом условий автомодельности (8), (9), равен-
ства (10), краевого условия (5) и условия (6) принадлежности функции   U 
классу интегрируемых с квадратом функций, находим безразмерную темпера-
туру  0U  границы изотропного полупространства в изучаемом автомодель-
ном режиме теплопереноса: 

      
   

2
0 00

0 2
0 00

exp erfc
  0 . 

1 exp erfc
U

   
 

    
 (12) 

При этом справедлива следующая асимптотическая оценка при больших 
значениях 0:  

  
0

0 0

   0 0
0 ~   0.U

 

 


  
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При неподвижной границе изотропного полупространства 0( 0)   равен-
ство (12) принимает вид 

   00 ,U    

т. е. безразмерная температура границы объекта исследований не зависит от 
реализуемого режима теплообмена в изучаемой системе и определяется лишь 
безразмерной температурой внешней среды 0 const,   которая задана условием 
автомодельности (9). 

Для получения содержательной информации о свойствах анализируемого 
процесса теплопереноса в изотропном полупространстве с подвижной грани-
цей 0( 0)  обратимся к условию автомодельности (8) реализуемого граничного 
режима. В этом случае, согласно равенствам (3), (7) и (8), закон теплообмена в 
изучаемой системе определяется как  

   0
0

FoBi Fo
Fo

 
   

и зависит от  — определяющего безразмерного параметра реализуемой мате-
матической модели «сосредоточенная емкость». Видно, что в рассматриваемой 
ситуации  Bi Fo  — монотонно убывающая функция, причем  Bi 0    и 

 Bi 0.   При этом безразмерная температура  0 const,U   определенная 
равенством (12), зависит от параметра 0,  заданного условием автомодельности 
(7). Отсюда следует, что реализуемый режим термостатирования границы объ-
екта исследований зависит от скорости ее движения.  

Приведенные результаты — наглядный пример автомодельных решений, 
иллюстрирующий свойства автомодельных процессов теплопереноса в твердых 
телах. 
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Abstract Keywords 
The study considers the problem of determining a tem-
perature field in an isotropic half-space the boundary of 
which moves according to a given law and features a film 
coating. We investigated unsteady heat transfer in a sys-
tem consisting of a solid, a coating and a gas, with both 
the heat transfer coefficient and ambient temperature 
being time-dependent. We determine sufficient condi-
tions meeting which ensures the possibility of self-similar 
heat transfer process taking place in the system under 
consideration. We qualitatively investigated physical 
properties of the self-similar process under study. We 
provide a theoretical validation of implementing a ther-
mostatting mode in the moving boundary of the object 
investigated  

Isotropic half-space with a moving 
boundary, thermally thin coating, 
unsteady heat transfer, temperature 
field, similarity solution 
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