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Аннотация Ключевые слова 
Предложен единый алгоритм решения одномерных 
нестационарных задач теплопроводности в телах про-
стой геометрической формы с внутренними источни-
ками энергии различной природы. Рассматриваемые 
тела могут иметь форму пластины, стержня (ребра), 
сплошного или полого цилиндров и шара. В основе 
решения поставленной задачи лежат обобщенная фор-
мулировка неоднородного дифференциального урав-
нения нестационарной теплопроводности в частных 
производных для тел указанной формы и метод инте-
гральных преобразований в конечных пределах. Про-
цедура решения конкретной краевой задачи преду-
сматривает наличие математической модели, но не 
требует интегрирования дифференциального уравне-
ния теплопроводности. Приведен пример определения 
температурного поля в пластине с неравномерно рас-
пределенными источниками теплоты и разными усло-
виями теплообмена на граничных поверхностях. Реше-
ния задач рассматриваемого типа удобно, в частности, 
использовать для тестирования сложных программ 
расчета температурного поля теплонагруженных эле-
ментов конструкции, анализа их теплового режима на 
начальной стадии проектирования и обоснования 
выбираемых допущений 

Температурное поле, обобщенная 
задача теплопроводности, тела 
простой формы, алгоритм реше-
ния 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила в редакцию 12.10.2016 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана,  2017 

 

Конструкции современных высокоскоростных летательных аппаратов при по-
лете в атмосфере даже на больших высотах испытывают на себе интенсивное 
тепловое воздействие. На стадии проектирования и подготовки испытаний та-
ких конструкций выполняют большой объем расчетов для определения работо-
способности отдельных элементов и конструкции в целом. На этой же стадии 
для оценки тепловой и силовой нагрузок на конструкцию нередко используют 
метод ее декомпозиции, в соответствии с которым реальную конструкцию за-
меняют одним или совокупностью тел простой геометрической формы [1, 2]. 
Это позволяет не только с достаточной степенью точности определить действу-
ющие на конструкцию нагрузки, но и существенно проще обосновать и оценить 
принимаемые в расчете наиболее значимые допущения. 
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Определение температурного состояния конструкции в широком диапазоне 
изменения режимов ее работы — один из важнейших этапов проектно-
конструкторских работ. В настоящее время для этой цели наиболее широко ис-
пользуют как необходимый этап создания и практического применения соот-
ветствующего программного обеспечения [4] численные методы расчета [3], 
при верификации которых выполняют сравнение с результатами точных анали-
тических решений тестовых задач. Вместе с тем аналитические методы решения 
задач теплопроводности представляют практический интерес и с точки зрения 
прикладных расчетов. 

Методы решения одномерных задач нестационарной теплопроводности в 
телах простой геометрической формы и примеры их использования приведены, 
в частности, в работах [5–9]. Однако различия, нередко имеющие место в поста-
новке известной и рассматриваемой задач, отражающие особенности теплооб-
мена внутри материала элемента конструкции (свободный член в неоднородном 
дифференциальном уравнении, его коэффициенты) и на его поверхностях, за-
трудняют использование известных решений. 

В связи с этим полезно для практики использовать предлагаемый далее еди-
ный алгоритм решения большой группы одномерных задач нестационарной теп-
лопроводности для тел простой геометрической формы в виде пластин, цилиндров, 
сфер и стержней, выполненных из материалов монолитной или пористой структур. 

 Постановка задачи и ее решение. В основе предлагаемого алгоритма лежит 
использование метода конечных интегральных преобразований. Вывод соответ-
ствующего дифференциального уравнения теплопроводности, а также формули-
ровка краевой задачи в общей форме рассмотрены в работе [10]. Для условий не-
стационарного теплообмена математическая модель этой задачи имеет вид 

  
2

ξξ ξ ξ2
θ θ θ θ ξ ;

Fo ξ ξ
a b c F  

   
  

 (1) 

        1  1 1 1 1 1ξ ξ α θ ξ β θ ξ  : Fo ;f  (2) 

         2   2 2 2 2 2ξ ξ :  θ ξ β θ ξ Fo ; f  (3) 

     Fo 0:   θ  ξ ,  0 ξ , f  (4) 

где      θ  θ  ξ ,  Fo ,  /  ; ξ /  mT x T x h    или     0/ ;  θ  ξ ,  0 / ;ξ mr h f T T   mT  — 
любое значение температуры, кроме  0 и   ;   0 0   , 0T T x  — начальное рас-
пределение температуры или ее постоянное значение; ξξ ,a ξ ,b  ξc  — известные 
коэффициенты в уравнении (1);  ξF  — безразмерная зависимость внутренних 
источников (стоков) энергии в теле от координаты; 1,  2,  1β , 2β  — коэффи-
циенты в граничных условиях;  1 Fof  и  2 Fof  — функции времени или кон-
станты;  ξf  — функция координаты или константа в начальном условии;  
Fo  — число Фурье; 1 ξ  и 2  ξ  — безразмерные координаты границ тела. 
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 Применив к задаче (1)–(4) интегральное преобразование в конечных пре-
делах по переменной ξ  [11] 

       
2

1

ξ

ξ
θ Fo   ρ ξ θ(ξ,  Fo)  μ , ξ ξ ,nK d  (5) 

получим 

    2
2 1

θ Fo
θ Fo ,  

Fo n
d F P P

d
     (6) 

   θ 0 ,  f  (7) 

где  θ Fo  — изображение функции  θ ξ, Fo ;  

     
   

 

2

1

ξ

ξξξ
ξξξ

1ρ ξ exp ξ  a b d
a

 (8) 

— весовая функция;  μ , ξnK  — нормированное ядро интегрального преобра-

зования, связанное с ненормированным ядром  μ , ξ  nK соотношением 

    μ , ξ
μ , ξ    , n

n
K

K
N

  (9) 

    
2 

1 

ξ
2

ξ
ρ ξ μ , ξ   ξ nN K d   (10) 

— норма, μn  — собственные числа; f  и F  — изображения функций  ξf и 
 ξF , определяемые из формул 

      
2 

1 

ξ

ξ
  ρ ξ   ξ μ , ξ   ξ nf f K d   (11) 

и 

      
2 

1 

ξ

ξ
  ρ ξ   ξ μ , ξ   ξ;  nF F K d   (12) 

1P  и 2P  — выражения, для вычисления которых служат соотношения 

      1
1 1 1 1

1

Fo
  ξ μ , ξ ,  0, n

fP p K  


 (13) 

      1
1 1 1 1

1

Fo
  ξ μ , ξ , β 0 

β n
fP p K     (14) 

— для нижнего предела интегрирования 1(ξ );  

      2
2 2 2 2

2

Fo
  ξ μ , ξ ,  0, n

fP p K  


 (15) 
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      2
2 2 2 2

2

Fo
  ξ μ , ξ ,  β 0 

β n
fP p K     (16) 

— для верхнего предела интегрирования  2ξ  в зависимости от того, какой из 
коэффициентов  или β  отличен от нуля (если оба они отличны от нуля, то 
формулы дают одинаковые результаты). 

 Ядро интегрального преобразования, обозначив для краткости  μ , ξ ,nK K  
находим из решения граничной задачи Штурма — Лиувилля: 

    2μ ρ 0 , npK q K     (17) 

    1  1 1 1ξ ξ 0,  K K    (18) 

    2  2 2 2ξ ξ 0 , K K    (19) 
где  
     ξξξ ξp p a    и    ξξ ρ ξ . q c   (20) 

Представим решение уравнения (17) в виде 

      1 2μ , ξ ψ μ , ξ φ μ , ξ ,  n n nK K B B    (21) 

где  ψ μ , ξn  и  φ μ , ξn  — функции, образующие решение однородного уравне-
ния (17). Вид этих функций для некоторых частных случаев приведен в табл. 1,  
а более подробные сведения о них можно найти в работе [12]. 

Таблица 1 
Выражения для функций  ψ(μ , ξ)n  и  (μ , ξ)n  

Форма тела и коэффициенты  
в уравнении (17) 

Уравнение для ядра 
преобразования 

 λ, ξK  

Функция 
Приме-
чание  ψ μ , ξn    φ μ , ξn  

Пластина (монолитная  
или пористая): 
  ρ 1,  1,  0p q  

2μ 0K K   cos  (μξ)   sin (μξ)  – 

Цилиндр (сплошной  
или полый): 
  ρ ξ ,  ξ ,  0p q  

21 μ 0
ξ

K K K     0 μξJ    0 μξY  – 

Шар (сплошной  
или полый): 
  2 2ρ ξ ,  ξ ,  0p q  

22 μ 0
ξ

K K K     0,5
0,5ξ   μξJ   0,5

0,5ξ   μξY

 
– 

Ребро (стержень) посто-
янного поперечного се-
чения: 
  
 

2
2 2 2

ρ 1, 1,  ( ) ,
ω μ ( )

p q ml
ml  

2ω 0K K   
cos(ωξ),  
ch(ωξ)  

sin(ωξ),  
sh (ωξ)  

 2ω 0,  
2ω 0  
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Окончание табл. 1 

Форма тела и коэффициенты  
в уравнении (17) 

Уравнение для ядра 
преобразования 

 λ, ξK  

Функция При-
меча-
ние  ψ μ , ξn   ψ μ , ξn  

Ребро треугольного и тра-
пециевидного поперечно-
го сечения с малым углом 
при вершине:  ρ 1, ξ,p  
  2 2 2 2( ) , ω μ ( )q ml ml  

2ξ ω 0K K K    0(2ω ξ),J   

0(2ω ξ)I   
0(2ω ξ),Y   

0(2ω ξ)K   

2ω 0,
 2ω 0  

Круглое ребро постоянной 
толщины: 
 ρ ξ ,  ξ,p  

2ξ ( ) ,q ml  
ω2 = μ2 — (ml)2 

   21   ω 0
ξ

K K K  
 0 μξ ,J  
 0 μξI  

 0 ωξ ,Y  
 0 ωξK  

2ω 0,
2ω 0  

 
 В выражении (21) содержится три неизвестные величины 1,B  2B  и μ ,n  для 

определения которых имеются только два граничных условия (18) и (19). 
Для устранения этого затруднения поделим обе части (21) на одну из постоян-

ных 1B  или 2B  и определим ненормированное ядро интегрального преобразова-
ния  μ , ξnK  с точностью до постоянной интегрирования. Основанием для такого 
шага служит то, что в решении рассматриваемой задачи используется только нор-
мированное ядро, а процедура нормирования позволяет исключить его зависи-
мость от точности определения ненормированного ядра (формулы (9) и (10)). 

 Поделив обе части (21) на 1B  и используя условия (18) и (19), находим зна-
чение константы 

 
   
   

  
  

 




1 1 1 12
2

1 1 1 1 1

ψ μ ,  ξ β μ ,  ξ
,  

φ μ ,  ξ β φ μ ,  ξ
n n

n n

BB
B

 (22) 

а также характеристическое уравнение для определения собственных чисел 

        2 2 2 2 2 2 2 2
2

1φ μ , ξ β φ μ , ξ β ψ μ , ξ ψ μ , ξ  . n n n nB
         (23) 

 Соотношение для определения ненормированного ядра принимает вид 

      2μ , ξ ψ μ , ξ φ μ , ξ  . n n nK B   (24) 

 Из выражения (8) находим весовую функцию  ρ ξ ,  а из табл. 1 или спра-
вочника по обыкновенным дифференциальным уравнениям — функции 
 ψ μ , ξn  и  φ μ , ξ .n  

Используя далее последовательно формулы (22)–(24), (10), (9), (20), (13)–(16)  
и (11), (12), находим 2,B  μ ,n   μ , ξ ,nK  ,N  μ , ξ ,nK    1ξ ,  ,p P  2  P и ,F  .f  
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После определения указанных параметров становятся известными правые 
части в уравнении (6) и начальном условии (7). Решение задачи (6)–(7) дает сле-
дующий результат: 

    2 22 1 μ Fo μ Fo
2θ Fo 1  . 

μ
n n

n

F P P e fe  
    (25) 

В соответствии с принятой в рассматриваемом методе формулой обраще-
ния оригинал функции (25) можно записать так: 

      
1

θ ξ ,Fo θ Fo μ , ξn
n

K



   

    2 22 1 μ Fo μ Fo
2

1
1 μ , ξ .

μ
n n n

nn

F P P e fe K


 



  
   

 
  (26) 

 Недостатком полученного решения является неравномерная сходимость 
рядов на границах интервала изменения переменной [5]. Объяснением этого 
служит тот факт, что эти ряды не удовлетворяют неоднородным граничным 
условиям и в окрестности рассматриваемого интервала сходятся неравномерно. 
Поэтому найденное решение нуждается в улучшении. 

Для устранения отмеченного недостатка воспользуемся рекомендацией, 
приведенной в работе [5]. Найдем два дополнительных решения задачи (1)–(3) в 
стационарной постановке, полагая в уравнении (1) θ/ Fo 0.    

Первое из них — частный случай выражения (26) при Fo    представим в 
виде ряда 

    2 1*
2

1
θ ξ μ , ξ .

μ n
nn

F P P K




 
   (27) 

Второе — аналитическое решение (в замкнутом виде [5]) такой же задачи, 
опубликованное в работе [10], представим формулой 

              *
3 3 4 1 2θ ξ ψ ξ φ ξ ψ ξ ξ φ ξ ξ ,c c H H     (28) 

где 

 2 3 4
3

1 3
,

1
b b bc
b b





 (29) 

 1 4 2
4

1 3
, 

1
b b bc
b b





 (30) 

    
   

2

2 2
1

2 2 ξ ξ

ψ ξ β ψ ξ
  ,

φ ξ β φ ξ
b



  
   




 (31) 

         
   

 
2

2 2 2 1
2 2

2 2 ξ ξ

Fo ψ ξ β ψ ξ ξ
ξ

φ β
,

ξ φ ξ
f H

b H





   
    

 (32) 
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    
   

1

1 1
3

1 1 ξ ξ

φ ξ β φ ξ
ψ ξ β ψ ξ

,b


  
   




 (33) 

 
        

   
 

1

1 1 1 2
4 1

1 1 ξ ξ

Fo α φ ξ β φ ξ ξ
ξ

α ψ ξ ξ
,

β ψ
f H

b H





  
   

 (34) 

      
       


  1 ξ
φ ξ   ξξ ξ ,

φ ξ ψ ψ ξ φ ξ
dH F  (35) 

      
       2

ψ ξ   ξ
ξ ξ ,

φ ξ ψ ξ ψ ξ φ ξ
dH F

   (36) 

 ψ ξ  и  φ ξ  — функции, образующие решение однородного дифференциаль-
ного уравнения (1) (при  Foθ ξ 0)F    для некоторых частных случаев приве-
дены в табл. 2 [12, 13]. 

Таблица 2 
Решение однородного дифференциального уравнения (1) 

Форма тела и коэффициенты  
в уравнении (1) 

Однородное урав-
нение теплопро-

водности 

Функция 
  ψ ξ  

Функция 
  φ ξ  

Пластина ξ ξ  0b c   *θ 0   ξ  1 
Пористая пластина, охлаждаемая 

жидкостью: ξ 0c  , 
 

  


 ж
ξ

к
   

λ 1 Π
pmC l

b K  
* *θ   θ 0Kп      exp ξKп  1 

Полый или сплошной цилиндр:

ξ ξ
1  0, c b 


 
* *1θ θ 0

ξ
    lnξ  1 

Сплошной или полый шар: 

ξ  0,c  ξ
2
ξ

b   
* *2θ θ 0

ξ
    1

ξ
 1 

Ребро (стержень) постоянного  

сечения:  2
ξ ,c ml  ξ 0,b 

0

Πm
S





0(Π, S  —  периметр и площадь попе-
речного сечения стержня) 

 2* *θ θ 0ml     exp ξml   exp ξml  

Ребро треугольного и трапециевидно-
го поперечного сечения с малым уг-
лом при вершине:  2

ξ ξ  , 1,c ml b  

/ λδm    

 2* * *ξθ θ θ
0

ml   


 
 0 2 ξI ml  0(2 ξ)K ml

 

Круглое ребро постоянной толщины

2δ:  2
ξ , c ml  ξ

1 ,b 


 / λδm    
 2* * *1θ θ θ

ξ
0

ml   


 

 0 ξI ml   0 ξK ml  

Примечание. 0 ,I  0K  — модифицированные функции Бесселя первого и второго 
рода нулевого порядка [13]. 
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В случае отсутствия в теле внутренних источников (стоков) теплоты (пола-
гая    ξ ξ 0) F H  выражение (28) принимает более простой вид 

      *
3 3 4θ ξ ψ ξ φ ξ ,c c   (37) 

константы 3c  и 4c  определяют по формулам (29) и (30), 1b  и 3b  находят из (31) 
и (33), а 2b  и 4b  определяют из выражений 

  
   

2

2
2

2 2 ξ ξ

Fo
φ ξ β φ ξ

,
f

b


 
    

 (38) 

  
   

1

1
4

1 1 ξ ξ

Fo
ψ ξ β ψ ξ

.
f

b


 
    

 (39) 

Складывая выражение (26) с (28) и вычитая из полученной суммы правую 
часть (27), получаем окончательное решение задачи (1)–(4) с улучшенной схо-
димостью ряда 

      22 1* μ Fo
3 2

1
θ ξ ,  Fo θ ξ μ , ξ ,

μ
n n

nn

F P P f e K






  
   

 
  (40) 

где  *
3θ ξ  — представлена формулой (28). 

Использование формулы (40) для определения одномерного нестационар-
ного температурного поля в телах простой геометрической формы на основе 
единого алгоритма его расчета может оказаться удобным и оправданным, 
например, в процессе анализа работоспособности теплонагруженных элементов 
конструкции, подвергнутой декомпозиции. Такой анализ часто связан с опреде-
лением температурного состояния тел простой формы, выполненных из мате-
риалов той или иной структуры, а в отдельных случаях — с наличием в них 
внутренних источников теплоты различной природы и законом распределения 
по координате и во времени (например, воздействие мощного потока электро-
магнитного излучения на остекление летательного аппарата), с заданием неоди-
наковых условий теплообмена на границах тела и пр. 

Формула (40) позволяет получать решения многих частных одномерных за-
дач нестационарной теплопроводности с помощью достаточно простых алгеб-
раических операций и выражений для интегралов, как правило, табличных. 

Процедура решения конкретной краевой задачи предусматривает наличие 
ее математической модели, но уже не нуждается в интегрировании дифферен-
циального уравнения теплопроводности. 

Алгоритм решения. Порядок расчета одномерного нестационарного тем-
пературного поля в телах простой формы на основе предлагаемого алгоритма 
может быть представлен в виде следующей последовательности действий. 

1. Формулируем математическую модель рассматриваемой задачи в безраз-
мерной форме. 
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2. Сопоставляем модель рассматриваемой задачи с общей математической 
моделью (1)–(4) и записываем значения следующих параметров:  ξξ ξ ξ,   ,  ,  ξ , a b c F

1 2 1 2,   , β ,  β ,      1 2 1 2Fo ,   Fo ,  ξ , ξ .f f  
3. Из табл. 2 или справочника по обыкновенным дифференциальным урав-

нениям [12] выбираем функции  ψ ξ  и  φ ξ ,  образующие решение однород-
ного дифференциального уравнения теплопроводности (37). 

4. Из формул (35), (36), (31)–(34) и (29), (30) последовательно находим 
 1 ξ ,H   2 ξ ,H 1,b  2 ,b  3,b  4 ,b  3c  и 4 .c  
5. Записываем выражение для определения стационарного температурного 

поля в виде (28) или (37), подставляя в них найденные ранее значения 3,c  4c  и 
 1 ξ ,H   2 ξ ,H  в зависимости от условий рассматриваемой задачи. 
6. Из формул (8) и (20) находим  ρ ξ ,   ξp  и  ξ .q  
7. Из табл. 1 выбираем функции  ψ μ , ξ ,n   φ μ , ξ ,n  из формул (22) и (23) 

находим константу 2B  и уравнение для определения собственных чисел μ .n  
8. Обращаясь к формулам (24), (10) и (9), получаем  μ , ξ ,nK  N  и  μ , ξ .nK  
9. Из формул (11) и (12) находим f  и ,F  а из соотношений (13)–(16) —  

выражения для 1P и 2.P  
10. Используя формулу (40) совместно с результатами пп. 5–9, получаем 

решение задачи, сформулированной в п. 1. 
Пример. Определим нестационарное температурное поле в частично про-

зрачной плоской пластине, нагреваемой с одной стороны потоками горячего газа 
плотностью тq  и излучения л, 0q  и охлаждаемой с другой стороны за счет конвек-
ции. 

Представим математическую модель рассматриваемой задачи в следующем 
виде: 

 
2

Bu
л, 02    ; xT Tc k q e

x
 

  
 

 (41) 

 


     0
 ; т

x

T q
x

 (42) 

  ж 2 ж ; 
x h

T T T
x 

      
 (43) 

   0, 0 , Т x T  (44) 

где  , T T x  ; k  — коэффициент поглощения; Bux kx  — критерий Бугера; 
2T  — температура охлаждаемой поверхности пластины. 

Алгоритм решения.  
1. Представим задачу (41)–(44) в безразмерной форме: 

 
2

Buξ
л2

θ θ Ki Bu ; 
Fo ξ

e 
 

 
 (45) 
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1

т
ξ ξ

θ   Ki ; 
ξ 

    
 (46) 

  
2

2 ж
ξ ξ

θ Bi θ ξ Bi θ  ;
ξ 

     
 (47) 

     0θ ξ ,  0 ξ θ ,  f   (48) 

где  л л, 0 Ki / λ mq h T ;   т тKi / λ ;  Bi α / λ;mq h T h Bu ;kh  θж = Тж / Тт ; θ0 = Т0 / Тт. 
 2. Сопоставляя модель рассматриваемой задачи (45)–(48) с обобщенной моде-

лью (1)–(4), получаем, что   Buξ
ξξ ξ ξ л1, 0, ξ Ki  Bu  ,a b c F e    1 2 1,    

     1 2 1 т 2 ж 0β 0,  β Bi,   Fo Ki , Fo Biθ ,   ξ θ  ,f f f       1 2ξ 0 , ξ 1.  
 3. Из табл. 2 для пластины при ξ ξ 0 b c   выбираем функции  ψ ξ ξ  и 

 φ ξ 1.  
 4. Из формул (35), (36), (31)–(34), (29) и (30) последовательно находим 

    Buξ
1 л ;KiH e    

    
Bu

2 лξ Bu ξ 1  Ki ;
Bu

eH


    

  
Bu

Bu
1 2 ж л л

1 11 ;   θ 1 Ki 1 Bu  Ki ;
Bi Bi Bu

eb b e


        
 

 

          3 4 т л 3 т л0, Ki Ki , Ki Ki ;b b c  

    
Bu

Bu
4 ж т л л

1θ 1 Ki Ki 1 1 Bu Ki  .
Bi Bu

ec e


            
 

 5. Подставляя найденные значения 3c , 4c  и  1H  ,  2H   в формулу (28), 
получаем выражение для определения стационарной температуры пластины: 

    * Bu Buξ
ж т л т л

1θ θ 1 Ki Ki 1 Ki Ki 1 ξ
Bi

e e                   
 

     лBu Buξ Ki1 Bu 1 Bu ξ  ;
Bu

e e        (49) 

 6. Из формул (8) и (20) находим    ρ ξ ρ 1, ξ 1 ,p p     ξ 0.q q   
 7. Из табл. 1 выбираем функции         ψ μ ,  ξ cos μ ξ , , φ μ ξ sin μ ξn n n n  и 

из формул (22) и (23) находим константу 2 0 B и уравнение для определения 
собственных чисел: 

 
μctg μ . 
Bi

n
n  (50) 
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 8. Обратившись к формулам (24), (10) и (9), находим 

    μ , ξ cos μ ξ ;n nK  

 
2 2

2 2
1 sinμ 1 μ Bi Bi1 cosμ ;
2 μ 2 μ Bi

n n
n

n n
N     
        

 (51) 

    


cos μ ξ
  μ ,  ξ  . n

nK
N

 

 9. Из формул (11) и (12) находим f  и F , а из соотношений (13) и (15) — 
выражения для 1P и 2 :P  

 0
sinμθ  ;  
μ

n

n
f

N
  

  
Bu

л
2 2 2 2

Bu Bu Kiμ sinμ Bu cosμ  ;  
Bu μ Bu μn n n

n n

eF
N

 
     

 

 т
1 2 ж

Ki 1 ,   Bi θ cosμ  . nP P
N N

    

 10. Используя формулу (40) совместно с результатами пп. 5–9, получаем 
решение задачи, сформулированной в п. 1: 

 
     Bu Buξ

ж т л т л
1θ ξ,  Fo θ 1 Ki Ki 1 Ki Ki 1 ξ  
Bi

e e                     

    
Bu

лBu Buξ
2 2

1

Ki1 Bu 1 Buξ      
Bu Bu μnn

ee e


 




          

  

 л ж т 02 2
Bu(μ sinμ Bu cosμ ) BuKi (Biθ cosμ Ki ) θ μ sinμ

Bu μn n n n n n
n


        

 

 2μ Fo
2

cos(μ ξ) .  
μ

n n

n
e

N
  (52) 

Для преобразования формулы (52) к размерному виду обе ее части следует 
умножить на .mT  Таким образом можно найти выражения для  , τ ,  T x темпе-
ратур на нагреваемой стороне пластины  1 0, τT  и на охлаждаемой поверхности 

 2 , τT h  в неcтационарном и установившемся ( Fo )  режимах теплообмена 
   1,   0T x T  и  2 .T h  

В частном случае, если материал пластины имеет малую поглощательную 
способность по отношению к падающему на нее излучению  Bu 0 ,  формула 
(52) принимает вид 
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  ж т ж 0 т

1

1θ ξ,  Fo θ  Ki 1 ξ (Biθ cosμ θ μ sinμ Ki ) 
Bi n n n

n





         
 


 

  2μ Fo
2

cos μ ξ
 . 

μ
n n

n
e

N
  

Использование этого выражения, например, для расчета температурного по-
ля водоохлаждаемой оболочки газоразрядного источника излучения [14] дает 
результат, хорошо совпадающий с точным решением (52). 

Уравнение (52) можно также рассматривать как решение краевой задачи, ко-
торая, в частности, достаточно близко описывает модель расчета температурного 
поля смотровых окон в высокотемпературных вакуумных устройствах и сосудов из 
кварцевого стекла, предназначенных для инфракрасного нагрева жидких сред в 
технологии производства электронных компонентов [15]. Применимость уравне-
ния (52) для расчета температурного поля в этих примерах обеспечивается при 
условии, если значение критерия тKi  в нем принять равным нулю. 

Еще один частный случай решения (52) связан с детально изученным в ли-
тературе примером анализа температурного поля непрозрачной пластины, одна 
сторона которой теплоизолирована, а другая — нагревается конвективным по-
током горячего газа [16, 17]. В рассматриваемом случае в формулировке краевой 
задачи (45)–(48) в правой части уравнения (45) свободный член должен быть 
равен нулю ( лKi Bu 0),    а в граничном условии (46) тKi 0  — условие изоля-
ции на поверхности 1ξ ξ 0  . Граничное условие на поверхности 2 ξ ξ 1   
остается неизменным, но безразмерную температуру среды жθ  целесообразно 
обозначить с гθ / mT T , где гT  — температура горячего газа. 

С учетом сделанных замечаний формула (52) приобретает вид 

     2μ Fo
с с 0 2

1

cos μ ξ
θ ξ,  Fo  θ (Biθ cosμ θ μ sinμ ) . 

μ
n n

n n n
nn

e
N





    (53) 

Рассматривая (53) совместно с (50) и (51), находим 

      2 2с μ Fo μ Fo

с 0 1 1

θ θ ξ,  Fo sinμ cos μ ξ cos μ ξ ,
θ θ μ

n nn
n n n

nn n
e A e

N

 
 

 


 

    (54) 

 
где 

 

sinμ 2 sinμ  . 
μ μ sinμ cosμ

n n
n

n n n n
A

N
 

  
Умножив числитель и знаменатель левой части (54) на ,mT  запишем ее в 

виде формулы, приведенной в [7]: 

    2г μ Fo

г 0 1

  ,  
cos μ  . nn n

n

T T x xA e
T T h






       
  (55) 
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Решения приведенных и подобных им простых задач удобно использовать 
для тестирования сложных программ расчета температурного состояния тепло-
нагруженных элементов конструкций, анализа их теплового режима на началь-
ной стадии проектирования и обоснования выбираемых допущений. Например, 
на основе формулы (55) удается показать, что при малом термическом сопро-
тивлении нагреваемой пластины по сравнению с термическим сопротивлением 
контактирующего с ней слоя газа 

  1   Bi  0
λ
h




  

— температура практически постоянна по толщине пластины и зависит только 
от времени [16]. Аналогичный результат для тел произвольной формы приведен 
в [18]. 

В другом варианте нагрева пластины с большим термическим сопротивле-
нием (изоляция) 

  1   Bi 
λ
h




  

— на ее поверхности сразу устанавливается температура, равная температуре 
горячего газа. Последнее дает возможность вместо граничного условия третьего 
рода на нагреваемой поверхности пластины использовать граничное условие 
первого рода. Обоснованное применение подобных допущений часто позволяет 
упростить расчеты температурного поля. 

 Заключение. Предложен единый алгоритм решения одномерных нестацио-
нарных задач теплопроводности в телах простой геометрической формы с внут-
ренними источниками теплоты различной природы. Рассматриваемые тела могут 
иметь форму пластины, стержня, сплошного или полого цилиндра и шара. 

Решение поставленной задачи, основанное на использовании метода ко-
нечных интегральных преобразований, представлено в виде ряда с улучшенной 
сходимостью. 

Приведен пример решения краевой задачи и его частные случаи для пла-
стины с неравномерно распределенными внутренними источниками теплоты и 
условиями теплообмена на граничных поверхностях разного рода. 

Отмечены основные направления, в которых могут найти применение ре-
шения задач с использованием предложенного алгоритма. 
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Abstract Keywords 
The study proposes a single algorithm for solving the one-
dimensional non-stationary heat conduction problems in 
the bodies of simple geometric shapes with internal energy 
sources of different nature. The bodies under consideration 
may have the shape of a plate, a rod (rib), a solid or hollow 
cylinder and a sphere. The basis of the problem solution is a 
generalized formulation of the heterogeneous differential 
equation of non-stationary heat conduction in partial 
derivatives for the bodies of the specified form and the 
method of integral transformations in finite bounds. The 
procedure for solving a specific boundary-value problem 
involves the presence of a mathematical model, but does 
not require integration of the differential equation of heat 
conduction. We give an example of determining the tem-
perature field in a plate with unevenly distributed heat 
sources and different conditions of heat transfer at the 
boundary surfaces. It is relevant to use the solutions of this 
type, particularly, for testing the complex programs calcu-
lating the temperature field of thermal-loaded design ele-
ments, as well as for the analysis of the thermal regime in 
the early stages of design and substantiation of the eligible 
assumptions 

Temperature field, generalized  
heat conduction problem, bodies  
of a simple shape, solution algorithm 
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