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Аннотация Ключевые слова 
Одним из этапов создания летательных аппаратов является 
разработка их расчетных динамических моделей, использу-
емых для обеспечения эффективности функционирования и 
заданного срока эксплуатации изделий. Первоначально 
такие модели строятся на основе технической документа-
ции, а затем корректируются по результатам эксперимен-
тального модального анализа конструкций. Предложена 
методика идентификации диссипативных свойств кон-
струкций по результатам модальных испытаний методом 
фазового резонанса. Натурная динамическая система опи-
сана математической моделью с конечным числом степеней 
свободы. Для выявления свойств сил демпфирования ис-
пользованы соотношения между вынужденными монофаз-
ными и собственными колебаниями конструкций. В каче-
стве примера построена математическая модель динамиче-
ски подобной модели самолета, описывающая ряд соб-
ственных тонов колебаний конструкции. Показано хорошее 
совпадение расчетных и экспериментальных амплитудно-
частотных характеристик объекта. Приведены результаты 
тестовых испытаний натурного самолета, позволяющие 
идентифицировать его диссипативные свойства 

Идентификация математиче-
ской модели конструкции, экспе-
риментальный модальный ана-
лиз, собственные колебания, 
монофазные колебания, матри-
ца демпфирования 
 

Поступила в редакцию  17.12.2015 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана,  2016 

 
Математические модели в виде дифференциальных уравнений движения широ-
ко используются для решения задач устойчивости, управляемости и эксплуата-
ционной нагруженности летательных аппаратов. Параметрами таких математи-
ческих моделей являются матрицы инерции, жесткости и демпфирования. Мат-
рицы инерции и жесткости строятся на этапе эскизного проектирования по 
технической документации конструкций, а затем корректируются по результа-
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там испытаний или эксплуатации изделий [1, 2]. Построение этих матриц бази-
руется на понятиях кинетической и потенциальной энергии динамической си-
стемы, что позволяет постулировать такие их свойства, как симметрия и поло-
жительная определенность, а также ортогональность форм собственных коле-
баний системы. Положительный опыт описания инерционных и упругих 
свойств конструкций проявляется, например, в том, что задача о собственных 
колебаниях решается с высокой точностью применительно к конструкциям 
практически любой сложности. 

Иначе обстоят дела с описанием диссипативных свойств реальных динамиче-
ских систем. Существует достаточно большое число моделей демпфирования [3–5], 
но их соответствие реальным процессам рассеяния энергии при колебаниях далеко 
не всегда удается установить. Это относится, например, к применимости гипотезы 
Базиля о возможности приведения матриц инерции, жесткости и демпфирования к 
диагональному виду одним преобразованием координат. Такой подход к решению 
задачи идентификации может привести к искажению характеристик реальной ди-
намической системы и придать не присущие ей свойства. 

При проведении практических расчетов поступают, как правило, следую-
щим образом: принимают гипотезу Базиля; на этапе эскизного проекта значе-
ния обобщенных декрементов собственных тонов колебаний назначают, исходя 
из опыта создания конструкций, аналогичных проектируемой; значения декре-
ментов колебаний уточняют по результатам испытаний с использованием неко-
торой априорной модели демпфирования [6, 7]. 

В настоящей статье изложена методика идентификации диссипативных 
свойств и построения матрицы демпфирования по результатам эксперимен-
тального модального анализа конструкций методом фазового резонанса (резо-
нансные испытания). При этом использованы соотношения между вынужден-
ными монофазными колебаниями и собственными колебаниями объекта иссле-
дований. 

Идентификация демпфирования колебаний конструкций по результатам 
испытаний основана на следующих положениях: 

  математическая модель динамической системы принимается в виде 

 sin cos ,AZ R CZ E t F t       (1) 

где ( )A N N  и ( )C N N  — симметричные, положительно определенные мат-
рицы инерции и жесткости; ( )Z N  — вектор перемещений точек конструкции; 
  — частота внешнего воздействия; ( )R N  — вектор сил демпфирования; 

( ),E N  ( )F N  — векторы синфазной и квадратурной составляющих сил возбуж-
дения (N — число степеней свободы математической модели); 

  к силам демпфирования отнесены все силы независимо от их природы, 
изменяющиеся в фазе со скоростью перемещений конструкции; 

  установившиеся вынужденные колебания в модальных испытаниях име-
ют вид 
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 sin cos ,Z U t V t     (2) 

где ( )U N  и ( )V N  — векторы синфазной и квадратурной составляющих пере-
мещений точек конструкции по направлению действия внешних сил; 

  дифференциальным уравнениям движения (1) для установившихся вы-
нужденных колебаний (2) соответствует система алгебраических уравнений 

    2( ) ;А С U НV E  (3) 

    2( ) ,A C V НU F  (4) 

где ( )H N N  — матрица демпфирования; 
  в динамической системе нет внутренних источников энергии, идущих на 

поддержание колебаний, поэтому матрица демпфирования положительно 
определенная. 

Основные свойства вынужденных монофазных колебаний. Вынужден-
ные гармонические колебания, характеристики которых определяются из урав-
нений (3) и (4), являются монофазными, если синфазные и квадратурные со-
ставляющие колебаний удовлетворяют условию 

   ,U V  (5) 

где   — действительное число, равное котангенсу фазового сдвига между от-
кликом системы и действительной составляющей возбуждения [8, 9]. 

При монофазном возбуждении    0, 1, 2, ,if i N  параметр   определя-
ется из решения задачи о собственных значениях: 

       
2 0,А С Н V  (6) 

а вектор сил E, обусловливающий монофазные колебания, найдется  
из (3): 

        
2 .i i iE А С Н V  (7) 

Если матрицы А, С, Н симметричные и положительно определенные, то все 
корни i ( 1, 2, , )i N   вещественные, т. е. на частоте   можно возбудить N 
монофазных колебаний iV  ( 1, 2, , ),i N   причем векторы обладают свойством 
ортогональности: 

     т 2 т 0,i j i jV А С V V HV   .i j  (8) 

Для i j  имеем 

      т 2 2 ,i j i iV А С V a c  т ,i i iV HV h  (9) 

где ,ia  ,ic  ih  — положительные числа. 
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Поскольку в соотношения (6)–(9) в качестве параметра входит частота вы-
нужденных колебаний, то с изменением частоты меняются и значения, опреде-
ляемые этими соотношениями. 

Из (7) с учетом (8) получим 

 т 0,j iV E  , 1, 2, , ,i j N    ,i j  (10) 

т. е. монофазное возбуждение, обусловливающее данный монофазный отклик, 
не производит работы на перемещениях других монофазных колебаний. 

Если на некоторых частотах вынужденных колебаний подбором монофазного 
возбуждения удается сделать нулевым вектор действительных составляющих пере-
мещений системы U, т. е.   0,  то из (6) следует, что этими частотами являются 
собственные частоты системы без демпфирования, а монофазные колебания сов-
падают с собственными. Таким образом, в системе с N степенями свободы с помо-
щью монофазного возбуждения можно реализовать по крайней мере N монофаз-
ных колебаний, совпадающих с собственными колебаниями системы без демпфи-
рования. На этом основании собственные колебания можно считать частным слу-
чаем вынужденных монофазных колебаний. 

В тех случаях, когда матрица демпфирования является линейной комбина-
цией матриц инерции и жесткости: 

   ,H А С  (11) 

т. е. система подчиняется гипотезе Базиля, соотношение (9) принимает вид 

    2 0,А С V  (12) 

где 
 



2
2  .

1
 

В этих случаях (12) монофазные колебания совпадают с собственными на 
любой частоте вынужденных колебаний. Соответствующие векторы монофаз-
ного возбуждения найдутся из (7) с учетом (11) и (12) 

   .i i iE AV  (13) 

Здесь  2 2 , 1, 2, , ;i i iiр i N           iр  — собственные частоты системы 
без демпфирования. 

Из (13) следует, что возбуждаются такие колебания вектором сил, пропор-
циональным произведению инерционной матрицы на соответствующий соб-
ственный вектор. 

При использовании немонофазного возбуждения векторы E и F составля-
ющих внешних сил определяются из уравнений 

        
2 ,А С Н V E  (14) 

      2 .А С Н V F  (15) 
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При немонофазном возбуждении, учитывая (14) и (15), можно реализовать 
монофазный отклик любой конфигурации, а параметр   определяет серию векто-
ров, составляющих возбуждения, которые  на частоте   реализуют монофазные 
колебания одной конфигурации. В частности, используя немонофазное возбужде-
ние, можно на любой частоте вызвать монофазные колебания, совпадающие по 
форме с собственными колебаниями системы без демпфирования. Это свойство 
легло в основу известного метода определения обобщенных масс собственных то-
нов колебаний введением квадратурной составляющей возбуждения. 

Реализация монофазных колебаний. Для нахождения распределения сил по 
конструкции, обусловливающего на частоте   монофазную реакцию линейной 
системы на монофазное возбуждение, используем следующий алгоритм. На ча-
стоте   проведем серию из N предварительных испытаний, причем векторы сил 

lE   ( 1, 2, , )l N в этих испытаниях должны быть линейно независимыми. В 
каждом испытании измеряются синфазные lU  и квадратурные lV  составляющие 
вынужденных колебаний. Подбор сил основывается на следующем рассуждении: 
если монофазный отклик существует, то он будет линейной комбинацией векто-
ров lU  и lV , т. е. 

       ,U iV U iV  (16) 

где U и V — векторы составляющих монофазных колебаний на частоте ;  
  ,U N N   V N N  — матрицы, столбцами которых являются векторы lU  и ;lV  
  N  — вектор, подлежащий определению. 

Поскольку рассматривается линейная система, то отклик (16) вызывается 
силами 

   .E E  (17) 

Здесь  E N N  — матрица, столбцами которой являются векторы .lE  
Выполняя условия (5), с учетом (16) придем к следующему соотношению 

для определения параметра   и вектора :  

       0.U V  (18) 

Таким образом, с помощью монофазного возбуждения можно на частоте 
  реализовать вынужденные монофазные колебания, если существуют дей-
ствительные решения задачи о собственных значениях (18). При этом векторы 
сил, обусловливающих монофазные отклики, определяются как   ,j jE E  а со-
ставляющие монофазных колебаний будут   ,j jU U    ,j jV V    ,j j jU V  
 1, 2, , .j S  Здесь S N  — число действительных собственных значений ,j   

т. е. число монофазных колебаний различной конфигурации, реализуемых на 
частоте  . Случай   0,j  как отмечалось ранее, означает, что jV  совпадает с 
собственным вектором системы без демпфирования. 
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Используя немонофазные возбуждения, можно реализовать монофазные 
колебания любой конфигурации и при любой частоте возбуждения. Рассмотрим 
условия, которым должны удовлетворять векторы   и   внешнего воздей-
ствия: 

     E iF E i  (19) 

для возбуждения монофазных колебаний, совпадающих с собственными коле-
баниями исследуемой системы. 

Отклик системы на возбуждение (19) на частоте   определяется из выра-
жения 
            .U iV U V i V  

На составляющие вынужденных колебаний наложим условия 

  ,U V   ,iV W  т. е. 

         ;U V V U  (20) 

     ,iV U W  (21) 

где iW  — i-й собственный вектор системы без демпфирования;   — некоторый 
постоянный коэффициент. 

Отметим, что значение параметра   остается произвольным. Из (20) и (21) 
следует, что 

    
       

     
 11 ;iV U V U U V W  

    
        1  –  .V U U V  

Ограниченность возможностей экспериментального оборудования и досту-
па к ряду мест конструкции летательных аппаратов для установки возбудителей 
вынужденных колебаний приводит к тому, что практически всегда число точек, 
в которых регистрируется отклик конструкции, превышает число сил возбуж-
дения. В этом случае во всех точках измерения не удается точно выполнить 
условие равенства нулю синфазной составляющей вынужденных колебаний для 
определения собственных частот и векторов системы, а также точно создать 
режим вынужденных монофазных колебаний. Поэтому для оценки отклика си-
стемы вводятся некоторые критерии, и подбор возбуждения выполняется по 
этим критериям. Например, распространенным критерием совпадения вынуж-
денных колебаний с собственными является условие минимальности квадрата 
длины вектора синфазных составляющих вынужденных колебаний для данного 
числа и расположения сил возбуждения. 

Пусть при резонансных испытаниях измерения вынужденных колебаний 
проводятся в N точках при возбуждении колебаний в L из N этих точек, причем 
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 .L N  Будем считать, что возбуждением в L точках реализуется режим вынуж-
денных монофазных колебаний в N точках системы, если в этом режиме дости-
гается минимум значения 

 
т

т ,Г ГR
V V

  (22) 

где 
 .Г U V   (23) 
Здесь ( )Г N  — вектор, характеризующий отклонение вынужденных колебаний 
от монофазных. 

Подбор монофазного возбуждения на частоте ω выполняется по результа-
там L испытаний на этой частоте. Векторы сил в испытаниях линейно незави-
симые, но матрицы E , U  и V  имеют размеры N × L, а в каждом столбце мат-
рицы E  по крайней мере N L  элементов равны нулю. 

Для линейной системы отклик конструкции на возбуждение 
  E E  (24) 

можно определить как 

  U U ,  V V . (25) 

Вектор ,  а также параметр   при монофазном возбуждении определяют-
ся из условия реализации режима монофазных колебаний, т. е. из условия ми-
нимума величины R (22). 

Преобразуем (22) с учетом (23)–(25): 

 
   т т т

т т

 –  –  
( , )

U V U V
R

V V
   

  
 

   
   

и определим   и ,  доставляющие экстремум   , ,R  из условий 

 



0,R  (26) 

 



0,R  (27) 

а экстремальные значения R обозначим как .  Тогда условие (26) приводит к 
задаче о собственных значениях 

     0,D B  (28) 

а искомым вектором   является собственный вектор, соответствующий 
наименьшему собственному значению .  Условие (27) определяет ,  а именно 

 
т т

т т .
V U
V V

 
 

 

 
   (29) 
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Здесь 

           т т 2 т2 ;D L L U U V U V V  (30) 

   т .B L L V V     (31) 

Следует учесть, что в (29) входит вектор ,  соответствующий наименьшему 
значению .  Поэтому   определим также из (28) как параметр, при котором 
достигается минимум наименьшего собственного значения. 

Установим смысл параметра ,  определяемого выражением (29), для чего 
перепишем его с учетом (25) и получим 

 
т

т ,
V U
V V

   (32) 

или 

  
2

1

2

1

ctg
,

N
ii

i
N

i
i

v

v






 




 

где i  — сдвиг фазы колебаний в i-й точке конструкции. 
Таким образом, параметр ,  определяемый из условия (27), представляет 

собой взвешенное усредненное значение котангенсов фазовых сдвигов вынуж-
денных колебаний в N точках, причем вес каждой точки определяется квадра-
том мнимой составляющей перемещения этой точки. 

Отметим, что в ряде работ (см., например, [10, 11]) вводится параметр   в 
виде (32) в качестве интегральной характеристики сдвигов фазы колебаний в 
точках конструкции. Здесь же выражение (32) получено как необходимое усло-
вие минимума отклонений вынужденных колебаний от монофазных. 

Определим   непосредственно из (23), подставив в это выражение векторы 
U и V монофазных колебаний, найденные из (25). Тогда 

 
 

т т

т .V U V Г
V V

 (33) 

Сравнивая (33) и (32), получаем т 0,V Г  т. е. вектор синфазных составля-
ющих монофазных колебаний ортогонален вектору отклонений вынужденных 
колебаний от монофазных. 

Собственные частоты конструкции будем определять по переходу парамет-
ра   через нуль. При  ,L N  т. е.   0,  из (29) для   0  следует условие 
 det 0.D  (34) 

Из (30) можно получить выражение для D в виде 

      тт 2 1 1 2 ,D V A C H H A C V        
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и при независимых столбцах V  и неособенной матрице демпфирования 
det 0,V  det 0H  условие (34) определяет собственные частоты системы 

   2det 0A C  независимо от свойств матрицы демпфирования. 
Покажем, что при L N  нахождение собственной частоты из условия 

  
т

т 0V U
V V

 равносильно определению ее из условия 
т

тmin .U U
V V

 

Запишем выражение для собственного значения задачи (28) 
 

 
 

т

т

D
B

 и 

подставим   и вектор ,  соответствующие наименьшему собственному значе-
нию. Такое наименьшее действительное положительное собственное значение 
существует независимо от свойств механической системы, так как матрицы D и 
B симметричные и положительно определенные (это следует из того, что мат-
рицы D и B можно представить в виде  т

11 ,D D D  т
11 ,B B B  где 1D  и 1B  — не-

особенные матрицы). Тогда с учетом (30) и (31) получаем 

     
 

 

     
 

т т т 2 т
min т т

( 2 ) ,U U V U V V
V V

 

откуда следует, что при   0  
 
 

 
 

т т

т т

U U
V V

 или (см. (25)) 
т

т

U U
V V

 имеет наименьшее 

значение для данного числа и расположения сил возбуждения. 
Для определения векторов сил E(L) и F(L) немонофазного возбуждения необ-

ходимо выполнить два условия — вынужденные колебания должны быть моно-
фазными и вектор квадратурных составляющих монофазных колебаний V должен 
совпадать с собственным вектором системы на любой частоте. При возбуждении и 
регистрации колебаний в одних и тех же точках эти условия приводят к уравнени-
ям (20) и (21). Если же  ,L N  то приближенное выполнение каждого условия (ми-
нимизация отличия вынужденных колебаний от монофазных и от собственных) 
дает по 2L уравнений для нахождения компонентов векторов E и F, т. е. всего 4L 
уравнений относительно 2L неизвестных. Для приведения в соответствие числа 
уравнений числу неизвестных используем допущение о том, что для возбуждения 
колебаний на частоте   можно применить вектор квадратурных составляющих 
возбуждения E, реализующий режим фазового резонанса. 

Вектор квадратурных составляющих возбуждения F найдем из условия ми-
нимума отличия вектора V от собственного вектора системы (от вектора V на 
собственной частоте), т. е. из условия минимума параметра: 

 
    

 
т* *

*т *( ) .
V V V V

G
V V

 

Здесь звездочкой отмечены параметры, соответствующие фазовому резонансу. 
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Представим F в виде (19), т.  е. ,F E   и преобразуем выражение для  G  
с учетом (20). Тогда получим 

 
        

 
   т* * * *

*т *( ) .
U V V U V V

G
V V

 (35) 

Вектор ,  реализующий минимум функций (35), определим из условия 





0,G  что приводит к системе из L уравнений относительно L компонентов 

вектора ,        т т * т * 0,U U U V U V  откуда 

    
       1т т * * .U U U V V  (36) 

Отметим, что если при L N  демпфирование удовлетворяет гипотезе Ба-
зиля, то вынужденные монофазные колебания, совпадающие с собственными, 
можно реализовать монофазным возбуждением:   * * *V V  и  0.  

Идентификация матрицы демпфирования. В соотношениях между вы-
нужденными монофазными и собственными колебаниями динамической си-
стемы будем различать следующие случаи [12]. 

1. При некоторых значениях  по крайней мере один из параметров    
равен нулю. Такими частотами являются собственные частоты системы, а кон-
фигурации монофазных колебаний совпадают с собственными векторами  

iW   1, 2, , .i N   
2. При  ip   1, 2, ,i N   существуют действительные значения  ,j  

1, 2, ,j S   ( ),S N  причем L из S монофазных колебаний совпадают соответ-
ственно с L собственными колебаниями системы. В этом случае из уравнений 
движения следует, что т 0m lW HV   ( 1, 2, , ,m N   ,m l  т. е. такие L собствен-
ных тонов колебаний не имеют связей с другими тонами системы посредством 
демпфирования. В каждой строке L и в каждом столбце L матрицы демпфирова-
ния в нормальных координатах имеется только по одному ненулевому диагональ-
ному элементу — обобщенному коэффициенту демпфирования :lh  

 
 




т

*22
.

1
ll

l
l l

V Eh
V

  (37) 

Здесь *
lV  — квадратурная составляющая вынужденных колебаний системы в 

точке нормирования тона. Обобщенные массы таких тонов определяются по 
формуле 

 
  

т

*22 2 2
, 1, 2, , .

1
l ll

l
l l l

V Ea l L
p V


 

 
  



 В.А. Бернс,  Е.П. Жуков, Д.А. Маринин 

14  ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2016. № 4 

3. При  ip   1, 2, ,i N   существуют действительные значения  j  

 1, 2, , ,j S   ,S N  но монофазные колебания не совпадают с собственными 
колебаниями. 

В этом случае относительно свойств демпфирования отметим существова-
ние связи между матрицами A, C и H: 

  2 , 1, 2, , .j j jA C V HV j S       

Кроме того, при S N  запишем 

  
 

   
т т

2
1 ,

1
V HV V E  (38) 

а в случае симметрии матрицы    
т 21 1V E  матрица демпфирования сим-

метрична (здесь V — матрица, столбцами которой являются векторы ;jV  

столбцы матрицы E — это векторы ;jE     
21 1  — диагональная матрица). 

Но из симметрии матрицы H следует условие ортогональности векторов ,jV   
т. е. матрицы левой и правой частей равенства (38) диагональные. Таким обра-
зом, из диагональности матрицы в правой части (38) следует симметрия матри-
цы демпфирования. А это означает, что число неизвестных элементов матрицы 
снижается от 2N  до ( 1) 2,N N  причем между ними существует связь: 

 т 0, , 1, 2, , , .jjV HV i j N i j    

Покажем, что если на частоте  iр   1, 2, ... ,i N  монофазные колебания 
не совпадают с собственными, то матрица демпфирования в нормальных коор-
динатах не может быть диагональной. 

Допустим противоположное — монофазные колебания не совпадают с соб-
ственными, а матрицы демпфирования, инерции и жесткости приводятся к диа-
гональным одним преобразованием координат. Представим вектор квадратур-
ных составляющих монофазных колебаний в виде разложения по собственным 
векторам и умножим слева на т :W  

  т 2 0,W A C H Wg     

или 

   2 2[ ] [ ] 0.a p a h g       

Здесь [ ]h  (согласно допущению) — диагональная матрица. Но тогда собствен-
ное значение  j  определяется только обобщенными динамическими характе-
ристиками (массой, собственной частотой, коэффициентом демпфирования)  
i-го тона, а вектор jg  разложения jV  по собственным векторам имеет только i-й 
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ненулевой элемент, т. е. монофазные колебания совпадают с собственными, что 
противоречит принятому предположению. 

При использовании немонофазного возбуждения вынужденные монофаз-
ные колебания, совпадающие с собственными, реализуются на любой частоте 
колебаний. Обобщенные массы собственных тонов определяются по формуле 

  
  

 


 

т

2 2 2 *2 ,
1

i i i i
i

i i i

V E F
a

p V
    1,i L  2, , ,L N   (39) 

а для   0  (этот параметр остается произвольным при немонофазном возбуж-
дении) приходим к известной формуле определения обобщенных масс введени-
ем квадратурной составляющей возбуждения: 

  
т

2 2 *2 .i i
i

i i

V Fa
p V


 

 (40) 

Элементы матрицы демпфирования определяются из уравнений 

  


  2
  

,
1  
j j j

j
j

E F
HV   1, 2, , .j N   (41) 

4. При  iр   1, 2, ,i N   не существуют действительные значения пара-
метра  . В этом случае для определения обобщенных масс и матрицы демпфи-
рования используются соответственно формула (39) и уравнения (41). 

Итак, используя соотношения между вынужденными монофазными и соб-
ственными колебаниями, можно установить свойства матрицы демпфирования 
математической модели конструкции. 

Если анализ результатов испытаний показал, что демпфирование собственных 
тонов колебаний описывается обобщенными коэффициентами, то значения этих 
коэффициентов можно вычислить по формуле (37) и определить матрицу демпфи-
рования в главных координатах [ ].h  Для перехода в физическую систему коорди-
нат необходимо (как и с матрицами инерции и жесткости) выполнить обратное 
преобразование:  

   1т 1[ ] .H W h W   

Построенная по предложенной методике математическая модель реальной 
конструкции позволяет решать практические задачи динамики летательных ап-
паратов. Но наряду с размерными обобщенными коэффициентами демпфиро-
вания собственных тонов колебаний (37) для сравнительного анализа зачастую 
возникает необходимость в безразмерной характеристике рассеяния энергии. 
Такой характеристикой является обобщенный декремент колебаний. Формулу 
для определения обобщенного декремента колебаний l-го тона можно получить 
из решения задачи о свободных затухающих колебаниях, положив равной нулю 
правую часть уравнения вынужденных колебаний в нормальных координатах:  
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 
 

   
 

22

2 .
2 1

l

ll

l

p a
h

 (42) 

Отметим, что при выводе формулы (42) использовалось допущение о такой 
малости демпфирования, при которой частоты свободных затухающих колеба-
ний совпадают с собственными частотами.  

Практическая реализация методики. Объектом исследований являлась 
динамически подобная модель (ДПМ) самолета Ту-334. Габаритные размеры 
модели составляли: размах крыла 2,91 м, длина фюзеляжа 3,32 м. На время ис-
пытаний модель вывешивалась на подвеске малой жёсткости.  

Общий вид экспериментальной установки (а), схема расположения и нумера-
ция точек установки датчиков ускорений и приложения сил (б) показаны на рис. 1. 

Далее приведены значения исследованных собственных тонов колебаний мо-
дели и условные наименования тонов: р = 3,435 Гц — симметричный изгиб крыла, 
тон I; р = 3,784 Гц — изгиб киля, тон I; р = 4,267 и 13,57 Гц — антисимметричный 
изгиб крыла, тоны I и II; р = 4,707 — симметричное кручение крыла, тон I. 

При испытаниях проводили настройки режимов фазовых резонансов для 
каждого исследуемого тона колебаний модели при монофазном возбуждении 
путём подбора амплитуд внешних сил, определяли собственные частоты p и 
формы колебаний w. Затем при постоянных силах и шаговом изменении часто-
ты колебаний в окрестностях собственных частот измеряли синфазные U и 
квадратурные V составляющие ускорений в контрольных точках. Границы этих 
окрестностей соответствовали двукратному падению амплитуд квадратурных 
составляющих ускорений относительно их резонансных величин. По результа-
там измерений были построены частотные зависимости котангенсов фазовых 
сдвигов φ колебаний контрольных точек модели относительно фазы возбужда-
ющих сил (рис. 2). 

Результаты экспериментальных исследований показали, что колебания 
контрольных точек конструкции в окрестностях частот фазовых резонансов 
являются монофазными, формы монофазных колебаний сохраняются и совпа-
дают с собственными формами колебаний. Это означает, что исследуемые тоны 
не связаны между собой посредством демпфирования и  в нормальной системе 
координат матрица демпфирования диагональная. 

Далее были вычислены параметры математической модели самолета (мат-
рицы инерции, жесткости и демпфирования) в нормальной и физической си-
стемах координат. Для проверки адекватности модели реальной динамической 
системе сравнивались расчетные и экспериментальные амплитудно-частотные 
характеристики (АЧХ) динамически подобной модели. Результаты приведены 
на рис. 3, из которого следует, что расчетные и экспериментальные АЧХ доста-
точно близки между собой. Важно отметить, что при идентификации математи-
ческой модели условие близости этих АЧХ не использовалось. 
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а 

б 
Рис. 1. Экспериментальная установка (а); схема приложения сил  

и установки датчиков (б):  
  — точки приложения сил;   —  датчики ускорений 

  
На основе приведенного можно сделать ложный вывод о том, что результа-

ты в части обоснования диагональности матрицы демпфирования в нормаль-
ных координатах приемлемы только для простых конструкций. Конструкция
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Рис. 3. Сравнение экспериментальных 1 и расчетных 2 АЧХ 

Рис. 2. Зависимости котангенса фазовых сдвигов от частоты колебаний  
(для модели летательного аппарата) 
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ДПМ самолета действительно является достаточно простой с точки зрения от-
сутствия в ней большого числа соединений различного вида, в которых проис-
ходит рассеяние энергии при колебаниях. Частотные зависимости котангенсов 
фазовых сдвигов колебаний контрольных точек относительно фазы возбужда-
ющих сил, полученные для низших тонов упругих колебаний самолета Су-30 
(рис. 4), приведены на рис. 5. Здесь   — отношение частоты вынужденных ко-
лебаний к собственной частоте соответствующего тона колебаний. По этим за-
висимостям относительно свойств матрицы демпфирования можно сделать те 
же выводы, что и для матрицы демпфирования ДПМ самолета. 

Рис. 4. Самолет на упругой подвеске 

 

Рис. 5. Зависимости котангенса фазовых сдвигов от частоты колебаний  
(для самолета Су-30) 
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Заключение. Показано, что на основании анализа соотношений между мо-
нофазными и собственными колебаниями можно построить математическую 
модель реальной конструкции и установить ее диссипативные свойства. Досто-
инством предлагаемой методики идентификации динамических систем являет-
ся то, что для уточнения математических моделей не требуется повторения экс-
периментальных исследований в частотных диапазонах, содержащих информа-
цию о ранее исследованных тонах.  

Следует отметить, что другим способом оценки, например, выполнимости 
гипотезы Базиля и симметричности матрицы демпфирования (см. например, 
[11]), является определение недиагональных элементов матрицы демпфирования 
в главных координатах (которые всегда могут отличаться от нуля из-за наличия 
ошибок эксперимента) и сравнение их с диагональными элементами и между со-
бой. Если для решения вопроса о совпадении или несовпадении вынужденных 
колебаний с собственными можно использовать, например, характеристики точ-
ности экспериментального оборудования, то для сравнения элементов матрицы 
демпфирования не всегда можно найти количественные оценки. 
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Abstract  Keywords 
One of the stages of aircraft production is the development 
of the design dynamic models used to ensure the operating 
efficiency and the target product lifetime. Initially, such 
models are based on the technical documentation, and then 
corrected by the results of the experimental modal analysis of 
structures. When compiling design models, a priori, mathe-
matical descriptions of elastic, inertial and dissipative pro-
perties of structures are used. Descriptions of elastic and 
inertial forces are based on the concepts of potential and 
kinetic energies and the positive experience of solving the 
problems of the dynamical systems eigenmode, but in order 
to specify the properties of the damping forces, the base is 
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not always available. The article looks at the identification 
technique of the structures dissipative properties according 
to the results of modal testing by the phase resonance me-
thod. The full-scale dynamic system is described by the 
mathematical model with the finite number of degrees of 
freedom. In order to identify the damping forces properties, 
the ratios between forced monophasic vibrations and struc-
tural eigenmodes are used. As an example, a mathematical 
model of a dynamically similar model of the aircraft is con-
structed, which describes a number of the structure 
eigenmodes. A good agreement of the design and experi-
mental amplitude-frequency characteristics of the object is 
observed. The full-scale aircraft test results, permitting to 
identify the aircraft dissipative properties are shown 
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